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はじめに

平成２年に東工大に着任してから、物理学科の学生を対象に「解析力
学」を講じた。その後、出版の話があったが、「大学改革」なるものに対
処せざるを得ず、TeX原稿を作った段階で時間切れになった。
定年退職後、地元の我孫子でサイエンスカフェを２か月に一度開いて
いるうちに５０人ほど参加する賑わいになった。常連の一人が、相対論
の授業をしてくれませんか、と言ってきた。５人生徒さんを集めたら始
めましょう、と先送りしたつもりが数日で７人集まったので、喫茶店で始
めた。特殊相対論だけでなく、一般相対論まで数式まで丁寧に追い、東
工大と同レベルの講義を要望だったので、月２回で１年と少しかかった。
途中から大きなホワイトボードが必要になり、市の学習室を借りた。全
員、理工系の素養のある元技術者で、時間に余裕のある人たちだったた
めか。式変形の細部にもこだわると同時に、全体像を明らかにすること
を求める質問も数多く、まさに双方向的授業展開となった。
途中で、解析力学を用いて説明をスッキリさせる必要が出てきたので、
以前作った講義録をコピーして配布した。生徒さんの一人が、それを
PDF化して下さったので、私の個人的なブログに「幻の解析力学」とし
てアップしておいた。
そのことが Twitter を通じて広がったことは認識していたが、やまな

み書房の飯沢さんから、オンデマンド出版しませんか、と提案を受けた時
は少し驚いた。以前から面識があり、志をお聞きして、これからの学術
書はオンデマンドになると、私も思ったので、すぐお引き受けした。た
またま理研で行われた研究会の折に打ち合わせをし、次に池袋の喫茶店
でお会いして、そのあとは飯沢さんの高い能力のおかげでとうとう出版
の運びになったので、とても嬉しい。
考え方を理解するための導入部には工夫を凝らしたつもりである。そ
こでは、東工大の学生諸君からのすぐれた質問も取り入れた。「拘束系」
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の解析力学は技術的でもあるし、場の理論の教科書の中に入れるのが適
当と考えて割愛した。図は私の希望で、手書きとした。

2019 年 10 月

細谷　曉夫　
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第 1章

解析力学の考え方

質点に対する古典力学の基本方程式は、質点の位置ベクトルを r とし
て、ニュートンの運動方程式

m
d2r

dt2
= F

質量×加速度 = 力.

であり、ある意味でこれに尽きているとも言える。
解析力学では、実現する運動を問題にする前に、仮想的にありとあら
ゆる運動を想定する。それぞれの運動に対してある作用 (action)という
量があたえられていて、そのなかで実現する運動は作用を最小にするも
のである、として記述する。これは歴史的には、幾何光学におけるフェ
ルマーの最小時間の原理*1を力学に拡張したものであった。
力学を運動方程式から出発するのではなくて、作用から出発して考え
るやりかたはやや迂遠なようにみえるが、２つの本質的な利点と２つの
実際的な利点があるように思う。
本質的な利点の第一は基本方程式があらかじめわかっていないときに、
系の持つ対称性などから作用の形を推定することができることにある。
素粒子の相互作用を研究するときに取られる方法であるが、巨視的な系
に対しても役に立つ。第二は量子力学へステップとして本質的であるこ
とがあげられる。量子力学に移行するときには、解析力学の正準形式を
経由するのが標準的であるからである。
実際的利点の第一は、系の保存量の発見が系の対称性から容易になさ

*1 たとえば媒質中の光の経路は、その所用間が最小になるようなものと一致する。
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れることである。エネルギーなどの保存量が見つかれば、運動方程式の
解が容易になることは高校の物理でもよく経験したところであろう。第
二は、変数としてデカルト座標あるいはほかの直交座標系に限らず、任
意の座標が取れるので系に特徴的な便利な座標系を採用して、解法を著
しく容易にすることができることがあげられる。
古典力学の範囲では、最小作用の原理はまさに「原理」であってその根

拠を問わないものであるが、自然界におけるより基本的な量子力学のあ
る極限として最小作用の原理が導かれる。（実は、作用の極値性だけが導
かれ、古典力学でも実際には極値性だけが用いられるので言葉にやや不
的確なところがあるが慣例に従って最小作用の原理と呼ぼう。）
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第 2章

フェルマーの原理
Fermat’s Principle

フェルマーは幾何光学における諸法則が

「光は所要時間が最小になるような経路を取る」

という「最小時間の原理」にまとめられることを示した。*1
フェルマーの原理の簡単な適用をみよう。

(a) 反射の法則
この問題の場合、光速は一定なので、最短距離は最短時間を意味
する。光線が、A点から進み鏡によって反射されて B点まで到達
する最短の経路を作図によって求めよう。

(b) 屈折の法則 (Snell’s law)
光は媒質中では真空中の光速 c に比べて、遅い速度で伝搬する。
媒質中の光の速さを c ′(< c)としよう。屈折率 nは

n =
c

c ′
(> 1) (2.1)

と定義される。水の場合約 1.333。

だいたいの考え方は以下の通りである。真空中の方が光は速く進むの
である程度長く真空中を走り、遅くしか進めない媒体中に走る距離を少

*1 歴史的には、以下のようなことらしい。
ヘレニズム時代にアレクサンドリアのヘロン (Heron)が光の反射の問題に対して

「最小距離の原理」を述べていた。フェルマーはこれを「最小時間の原理」と言い直
して屈折の法則に応用した。これは、自然が経済的な経路を通るという意味で興味
を持たれたのであろう。
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図 2.1 反射の法則

図 2.2 屈折の法則

な目にすると全所要時間を短くできるだろう。ただこれをやりすぎると、
光は遠回りをするこになるのでほどほどにする必要がある。
これを定量化するために、光が真空と媒質の境界面をよぎる点の座標

xを図 2.2のように変数として、全所要時間 T = T(x)を xの関数として
表し xをいろいろ変えてみて, T(x)の最小値をあたえる xを求めよう。
全所要時間 T = T(x)は

T(x) =

√
x2 + y12

c
+

√
(L− x)2 + y22

c ′
(2.2)

=
1
c

[√
x2 + y12 + n

√
(L− x)2 + y22

]
(2.3)

と与えられるので、その最小値を求めるために極値を調べよう。関数の
極値はその微係数をゼロと置いて得られるので、

dT(x)

dx
=

1
c

[
x√

x2 + y12
− n

L− x√
(L− x)2 + y22

]
(2.4)

=
1
c
[sin θ1 − n sin θ2] = 0. (2.5)
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ここに、θ1 と θ2 は、おのおの真空中の光線と媒質中の光線の鉛直線に
たいしてなす角度である。上式を xについて解いて xを求めてもよいが、
むしろ同じ内容を屈折角で表す形が Snellの屈折の法則*2としてよく知ら
れているので、なじみがあるだろう。

sin θ1
sin θ2

= n. (2.6)

これが、所要時間 T の最小値を与えることはほぼ明らかであるが、　

d2T

dx2

∣∣∣∣ sinθ1
sinθ2

=n

> 0

を確認せよ。
この問題をより一般化して、屈折率 n = n(x) が深さ x の関数である
としよう。このためには媒質を多数の薄い層に分解して、各層のなかで
は屈折率 nを一定と考えて、上の Snellの法則を繰り返し使えばよいだ
ろう。すなわち、各 xにたいして屈折角を θ(x)とすれば

sin θ1 = n(x) sin θ(x). (2.7)

例題 2.0.1

屈折率 n = n(x) が深さ x の関数である場合に光線の軌跡 y =

f(x)を屈折率 n = n(x)を用いて表せ。特に,n(x) = x(> 1)の場
合に、f(x)を具体的に求めよ。

［ヒント］

*2 実はアラビアの数学者 Abū Sa‘d al-‘Alā’ ibn Sahlが西暦 984年ごろに書いた、“On
the Burning Instruments”の中にすでにあるそうだ。
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図 2.3 Snellの法則の一般化

df(x)

dx
= tan θ, (2.8)

sin θ1
n(x)

= sin θ =
tan θ√

tan2 θ+ 1
=

df(x)
dx√

df(x)
dx

2
+ 1

(2.9)

上の式を df(x)
dx

について解けば、

df(x)

dx
=

s√
n2 − s2

. (2.10)

ただし、ここに s = sin θ1。したがって、

f(x) =

∫
s√

n2 − s2
dx. (2.11)

特に n(x) = x(> 1)の場合、

f(x) = s

(
cosh−1 x

s
− cosh−1 1

s

)
. (2.12)

あるいは

x = s cosh
(
y

s
+ cosh−1 1

s

)
(2.13)
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xが大きいところでは、x = s
2e

y
s のように指数関数的に振る舞う。詳

しくはグラフで示す。

-140
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-20
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図 2.4 s = sin θ1 = 1
2 のとき





15

第 3章

最小作用の原理
Principle of Least Action, Hamilton’s Principle

解析力学は、幾何光学におけるフェルマーの原理を力学に拡張するも
のである。ただし、幾何光学においては「時間」という意味のはっきりし
たものであったが、非相対論的な力学の場合には替わってより抽象的な
「作用」を導入して、その作用が最小になるように運動が決定される。以
下では質点や質点系に対して最小作用の原理を一般的な述べよう。

§ 3.1 一般化座標 (Generalized Coordinates)

各質点の座標は必ずしもデカルト座標 r⃗1, r⃗2, . . . であらわす必要はな
い。例えば極座標を用いてもよい。さらに一般化して、

(q1,q2, . . . ,qs) (3.1)

と書くことにしよう。ここに、s は座標変数の総数で自由度 (degree of
freedom) あるいは力学的自由度 (dynamical degrees of freedom) と
呼ぶ。(q1,q2, . . . ,qs)の記述する空間を配位空間 (configuration space)
と呼ぶ。
以下の 2重振子 (double pendulam)の場合には、(ϕ,ϕ ′)が一般化座
標であり、自由度は 2である。2個の重りのデカルト座標 (x,y), (x ′,y ′)
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との関係は

x = l · cosϕ (3.2)

y = l · sinϕ (3.3)

x ′ = x+ l ′ · cosϕ ′ = l · cosϕ+ l ′ · cosϕ ′ (3.4)

y ′ = y+ l ′ · sinϕ ′ = l · sinϕ+ l ′ · cosϕ ′ (3.5)

この問題にはあとで立ち返る。

図 3.1 2重振子

一般化された座標をうまく選べば、運動の記述が簡単になることが
多い。

§ 3.2 最小作用の原理

この節では記述を簡単にするために、一般化座標 (q1,q2, . . . ,qs)を一
括して qと書いて 1自由度の場合として議論を進め、最後に自由度が複
数ある場合に一般化した表式をあたえよう。
作用 (Action) Sをラグランジャン (Lagrangian) L = L(q, q̇, t)の時間
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積分で書けると仮定する。すなわち

S =

∫t2
t1

L(q, q̇, t)dt (3.6)

上の (3.6)式においては、q(t)はまだ決定されていなく、Sはいろいろ可
能な経路 q(t)の汎関数である。それを、明示的に示したいときに、S[q]
と書くことにしよう。*1ラグランジャン L = L(q, q̇, t) は、座標 q と速度
q̇ の関数であるとするが、q と q̇ を通じて時間に依るだけではなく、時
間 tを陽に含んでいてもよいとする。時間積分の下端 t1 と上端 t2 は、お
のおの考えている運動の始まる時刻と終わる時刻である。*2
さて、出発点 q(t1)と終着点 q(t2)を固定して、途中いろいろな経路に
対して作用積分 S[q]の値を考えよう。（図 3.2参照）そのなかで S[q]の
極値をあたえる経路 q̄があったとしよう。そして経路 q̄と微小に異なる
経路 q = q̄+ δqを考えよう。ここに δqは、出発点 q(t1)と終着点 q(t2)
を動かさないような、微小ではあるが時間の任意関数である。すなわち

δq(t1) = δq(t2) = 0. (3.7)

経路が q̄から q̄ + δqに微小に変更されたことによる作用 Sの変化分を

図 3.2 最小作用の原理

*1 系を指定すれば、ラグランジャンが一個の関数であたえられることに注意する必要
がある。一方運動方程式は座標の数だけある。

*2 ここではラグランジャンは座標とその１階微分の関数とした。たいていの力学系に
対してはこれで充分であるが、２階以上の微分を含む場合への拡張は容易である。
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計算してみよう。

δS = S[q̄+ δq] − S[q̄]

=

∫t2
t1

[
L(q̄+ δq, ˙̄q+ δq̇, t) − L(q̄, ˙̄q, t)

]
=

∫t2
t1

[
∂L

∂q̄
δq+

∂L

∂ ˙̄q
δq̇

]
+ (δqと δq̇について２次以上の項)

ここで、第３行目で角括弧の中を δqと δq̇についてテイラー展開した。
さて、q̄が作用 Sの極値を与える停留点であるということから、δqに

ついて１次の項は消えるはずである。すなわち

δ1S =

∫t2
t1

dt

[
∂L

∂q̄
δq+

∂L

∂ ˙̄q
δq̇

]
= 0. (3.8)

上の式において、微小量が δqと δq̇ = ˙δqの２つの形で入っている。こ
れをひとまとめにするために第２項を変形して、上の式を以下のように
書き直す。 ∫t2

t1

[
∂L

∂q̄
δq+

d

dt

(
∂L

∂ ˙̄q
δq

)
−
d

dt

(
∂L

∂ ˙̄q

)
δq

]
(3.9)

=

∫t2
t1

[
∂L

∂q̄
δq−

(
d

dt

∂L

∂ ˙̄q

)
δq

]
+

[
∂L

∂ ˙̄q
δq

]t2
t1

(3.10)

=

∫t2
t1

[
∂L

∂q̄
−
d

dt

(
∂L

∂ ˙̄q

)]
δq+

[
∂L

∂ ˙̄q
δq

]t2
t1

= 0. (3.11)

途中で完全微分の積分を、積分の上端と下端の差 [. . . δq]t2t1 に書き換え
た。ここで、変分が両端を止めたもの、δq(t1) = δq(t2) = 0に限定した
ことを思い起こせば上の式の最後の項は消える。第１項の被積分関数は
[. . .]δqの形をしていることに注意しよう。任意関数 δqに対して積分∫t2

t1

dt[. . .]δq (3.12)
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がゼロのなるためには、被積分関数の括弧の中 [. . .]がゼロでなければな
らない。
したがって

∂L

∂q̄
−
d

dt

(
∂L

∂ ˙̄q

)
= 0. (3.13)

これをオイラー・ラグランジュ方程式 (Euler-Lagrange equation)と呼
び、解析力学における中心的な方程式である。
変数が複数ある時への拡張は容易で、以下のようにする。変数が複数
あってもラグランジャンは一つで、

L = L(q1, . . . ,qs, q̇1, . . . , q̇s, t) (3.14)

の形をしている。作用の変分に対する結果を書けば、

δ1S =

∫t2
t1

dt

s∑
i=1

[
∂L

∂q̄i
−
d

dt

(
∂L

∂ ˙̄q

)]
δqi +

s∑
i=1

[
∂L

∂ ˙̄qi
δqi

]t2
t1

= 0.

(3.15)

となる。δq(t1)i = δq(t2)i = 0, (i = 1, 2, . . . , s)であるから最後の項は
ゼロになってしかも δqi は任意の時間 tの関数だから第１項の積分の被
積分関数のなかのかぎ括弧の中が各 i に対してゼロになる。したがって、
各 i (i = 1, 2, . . . , s)に対してオイラー・ラグランジュ方程式：

∂L

∂q̄i
−
d

dt

(
∂L

∂ ˙̄qi

)
= 0 (i = 1, 2, . . . , s). (3.16)

が成り立つ。
以下では、記述を簡単にするために停留点をあらわすバーを省略する
ことにする。

例題 3.2.1

変分問題を解くことにより、前節の問題を解け。（屈折率 n =

n(x)が深さ xの関数である場合に光線の軌跡 y = f(x)を屈折率
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n = n(x)を用いて表せ。）

［ヒント］
光の所要時間 T は

cT =

∫x2

x1

n(x)
√
dx2 + dy2 =

∫
n(x)

√
1+ f ′(x)2dx (3.17)

オイラー・ラグランジュ方程式は

d

(
∂
(
n(x)

√
1+f′(x)2

)
∂f′(x)

)
dx

=

d

(
nf′√

1+f′(x)2

)
dx

= 0

これは直ちに積分できて

n(x)f ′(x)√
1+ f ′(x)2

= const. (3.18)

これは以前の結果 n · sin θ = const.に他ならない。

例題 3.2.2

一様なひもを両端を同じ高さで固定してぶら下げたとき、ポテン
シャルエネルギーが最小になるようにその形が決まる。その形
（懸垂線）を変分問題を解くことにより求めよ。

［ヒント］
懸垂線のポテンシャルエネルギー U はひもの質量の線密度を ρ

とすれば、

U = −ρ

∫
y
√
dx2 + dy2 = −ρ

∫
f
√
1+ f ′2dx (3.19)

とあたえられる。ポテンシャルエネルギー U を最小にするよう
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に、ひもの形状が決まると考えて変分問題を解こう。
オイラー・ラグランジュ方程式は

d
∂
(
f(x)

√
1+f′(x)2

)
∂f′(x)

dx
−
∂
(
f(x)

√
1+ f ′(x)2

)
∂f(x)

=

d

(
ff′√

1+f′(x)2

)
dx

−
√
1+ f ′(x)2

= 0

この微分方程式を解くには若干の技巧が必要であるが、答えは c

と x0 を２個の任意定数として

f(x) = c · cosh
(
x− x0
c

)
(3.20)

である。２個の任意定数 c と x0 とはぶら下げる２点を与えると
決まる。例えば、中点をｘ座標の原点に選び、両端のｘ座標を
x = ±aと選ぶと f(x) = c · cosh

(
x
c

)
ただし、cは両端の高さ h

から h = c · cosh
(
a
c

)
と与えられる。

§ 3.3 高階微分を含む場合 (Higher Derivative Case)

ラグランジャンが L
(
q, dq

dt
, . . . , d

nq
dtn

, t
)
２階以上の高階微分を含む場

合の変分原理を考えよう。応用としては、梁の運動など特殊なものしか
見あたらないが、理論的に興味深い。Sの変化分を計算してみよう。
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図 3.3 梁の運動

δ1S =

∫t2
t1

[
L

(
q+ δq, dq

dt
+ δ

dq

dt
, . . . , d

nq

dtn
+ δ

dnq

dtn
, t
)

−L

(
q, dq
dt

, . . . , d
nq

dtn
, t
)]

=

∫t2
t1

[
∂L

∂q
δq+

∂L

∂dq
dt

δ
dq

dt
+ · · ·+ ∂L

∂dnq
dtn

δ
dnq

dtn

]

+ (δq, . . . , δd
nq

dtn
について２次以上の項)

さて、qが作用 Sの極値を与える停留点であるということから、δqに
ついて１次の項は消えるはずである。すなわち

δ1S =

∫t2
t1

[
∂L

∂q
δq−

d

dt

(
∂L

∂dq
dt

)
δq+ · · ·+ (−1)n d

n

dtn

(
∂L

∂dnq
dtn

)
δq

]
= 0

(3.21)

ただし、部分積分において、積分の上端と下端の寄与がが消えるために
は端点 t1, t2 で、δq = · · · = δd

n−1q
dtn−1 = 0である必要がある。

δq は任意だから、[ ] の中がゼロになる必要がある。すなわち、オイ
ラー・ラグランジュ方程式は

∂L

∂q
−
d

dt

(
∂L

∂dq
dt

)
+ · · ·+ (−1)n d

n

dtn

(
∂L

∂dnq
dtn

)
= 0 (3.22)

となる。
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§ 3.4 測地線の方程式 (Geodesic Equation)

ユークリッド空間においては、２点を結ぶ曲線のうち最短のものは直
線である。曲がった空間における最短曲線は一般に測地線と呼ばれる。
この測地線を求める問題は、力学と言うよりは幾何学に属するが、最小
作用の原理の幾何学的なイメージは有用であるし、一般相対論において
は本質的となる。

図 3.4 球面上の作用

まず、代表的な曲面として球面を考えてみよう。半径 aの２次元球面
上の近接した２点のデカルト座標を (x,y, z)と (x + dx,y + dy, z + dz)
とすれば、それらの間の距離は

ds =
√
dx2 + dy2 + dz2 (3.23)

となる。極座標 (θ,ϕ)

x = a sin θ cosϕ

y = a sin θ sinϕ

z = a cos θ

を導入すると、ds =
√
dx2 + dy2 + dz2 = a

√
dθ2 + sin2 θdϕ2 となる。
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　近接しているとは限らない一般の２点、A、Bの間の距離は

S =

∫
ds =

∫√
dx2 + dy2 + dz2

=

∫
a

√
dθ2 + sin2 θdϕ2 =

∫
a

√
1+ sin2 θ

(
dϕ

dθ

)2
dθ

≡
∫
L

(
ϕ, dϕ
dθ

)
dθ

となる。S を最小にする経路はオイラー・ラグランジュ方程式であたえ
られるが、今の場合には、ϕ が循環変数になっているので、第一積分が
ある。

sin2 θdϕ
dθ√

1+ sin2 θ
(

dϕ
dθ

)2 = 定数 :=
1√

1+A2
(3.24)

これを整理すると、

dθ

dϕ
= sin2 θ

√
A2 − cot2 θ (3.25)

となり、積分すれば

ϕ− ϕ0 =

∫
dθ

sin2 θ
√
A2 − cot2 θ

=

∫
dξ√
1− ξ2

= Cos−1ξ (3.26)

ただし、右辺の積分を実行するために、cot θ = Aξ と置いた。した
がって、

cotθ = A cos(ϕ− ϕ0) (3.27)

となる。これは、球面と原点を通る平面 z = Ax̃ = Aa · sin θ cos(ϕ−ϕ0)

の交わりに他ならない。すなわち、大円が測地線になるというよく知ら
れた結果が再現される。
つぎに、これほどには結果が明らかでない回転双曲面を考えよう。
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図 3.5 大円が測地線となる

図 3.6 回転双曲面

３次元空間に回転双曲面を埋め込んで考えよう。すなわち、極座標
(θ,ϕ)

x = a sinh θ cosϕ

y = a sinh θ sinϕ

z = a cosh θ

とパラメータ化された曲面：z2 − x2 − y2 = a2 の測地線を考えよう。符
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号 (− − +)を考慮に入れると、近接する２点間の距離は

ds =
√
−dx2 − dy2 + dz2 = a

√
dθ2 + sinh2 θdϕ2 (3.28)

となる。球面と比較すると、sinθ → sinh θ, cos θ → cosh θとするだけ
で回転双曲面の測地線

coth θ = A cos(ϕ− ϕ0) (3.29)

を得る。これは双曲面と原点を通る平面 z = Ax̃ = Aa · sinh θ cos(ϕ −

ϕ0)の交わりに他ならない。
球面と双曲面の測地線を比較しよう。図を描くと明らかなように、球

面上の一点から出た隣接した測地線はやがて、再び接近して交わる（共
役点）*3。一方、双曲面上の隣接した測地線は離れて行く。このことは、
球面の曲率が正であり、双曲面の曲率が負であることと関係しているが、
一般論の中で示そう。

図 3.7 共役点

近接する２点間の距離の２乗を計量テンソルを gij(x)として、

ds2 =
∑
i,j
gij(x)dx

idxj (3.30)

*3 実は大円が最短曲線をあたえるのは、共役点対の間に限る。
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と書くと、一般の２点間の距離は

S =

∫
ds =

∫√√√√∑
i,j
gij(x)

dxi

dτ

dxj

dτ
dτ (3.31)

と書ける。球面の例では、gθθ = a2,gϕϕ = a2, sin2 θ,gθϕ = 0である。
Sの極値は、測地線の方程式：

d2xi

ds2
+
∑
j,k
Γ ijk(x)

dxj

ds

dxk

ds
= 0 (3.32)

の解があたえる。
ただし、クリストッフェル記号：Γ ijk は

Γ ijk =
∑
m

1
2g

im

[
∂gjm

∂xk
+
∂gmk

∂xj
−
∂gjk

∂xm

]
(3.33)

導出は他書にゆずる。隣接する測地線の軌跡を xi + δxi とすると、方
程式は

d2(xi + δxi)

ds2
+
∑
j,k
Γ ijk(x+ δx)

d(xj + δxj)

ds

d(xk + δxk)

ds
= 0

となるが、差を取って整理すると、測地線差の方程式：

d2δxi

ds2
+
∑
j,k,l

Rijkl(x)
dxj

ds
δxk

dxl

ds
= 0 (3.34)

を得る。ここに Rijkl はリーマンの曲率テンソル (Riemann curvature
tensor)と呼ばれ、クリストッフェル記号の微分を用いて、

Rijkl =
∂Γ ilj

∂xk
−
∂Γ ikj

∂xl
+ Γ ikmΓ

m
lj − Γ ilmΓ

m
kj (3.35)
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と表される。リーマンテンソルの添字を全部下に下げたもの gimR
m
jkl =

Rijkl を球面と双曲面に対して計算すると

Rijkl =
1
a2

(gikgjl − gilgjk) 球面

Rijkl =
−1
a2

(gikgjl − gilgjk) 双曲面

となる。測地線差の方程式はそれぞれ、

d2δxi

ds2
+

1
a2

[
δxi
∣∣∣∣dxjds

∣∣∣∣2 − (dxjds · δxj
)
dxi

ds

]
= 0 球面

d2δxi

ds2
−

1
a2

[
δxi
∣∣∣∣dxjds

∣∣∣∣2 − (dxjds · δxj
)
dxi

ds

]
= 0 双曲面

となる。ここに、|dx
j

ds
|2 =

∑
ij

dxi

ds
dxj

ds
= 1。特に、軌道と直交する方向(

dxj

ds
· δxj

)
= 0への偏差 δxj に対しては

d2δxi

ds2
+

1
a2
δxi = 0 球面

d2δxi

ds2
−

1
a2
δxi = 0 双曲面

となり、球面の場合に隣接する測地線はより近づき δxi ≈ e−s/a、双曲面
の場合に隣接する測地線はより遠ざかる δxi ≈ es/a。

例題 3.4.1

計量が

ds2 =
dx2 + dy2

y2
(y > 0, −∞ < x < +∞) (3.36)

とあたえられる空間の測地線を求めよ。

［ヒント］
x軸上に中心を持つ半円。
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図 3.8 x軸上に中心を持つ半円

§ 3.5 自由粒子の運動

真空中を外力を受けずに運動する質点の運動を自由粒子の運動と呼び、
それを記述するラグランジャンを考えよう。まず、ラグランジャンに対
して、直観的に明らかな対称性からの考察を行う。質点の位置ベクトル
を r、速度ベクトルを ṙとしよう。

図 3.9 自由粒子の運動

(1) 真空中の外力の働かない粒子の運動は粒子がどの位置にあっても
同様である。したがって、この空間の一様性 (spatial uniformity)
からラグランジャンは質点の位置ベクトルを r から定数ベクトル
a だけずらしたもの、r + a に変えても変わらないはずである。
したっがってラグランジャンは r に陽に依らず、ṙ のみの関数で
ある。
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(2) 自由粒子の運動に特別な方向はないという、空間の等方性 (spatial
isotropy)からラグランジャンは速度の大きさだけの関数であるこ
とが結論できる。

以上から

L = F
(
ṙ2
)

(3.37)

と書けるだろう。
空間の一様・等方性だけからは以上のことしか言えない。ここで、われ

われは目的を限定して速度が充分小さいときを考えよう。関数 F(ṙ2) を
テイラー展開して ṙ2 について１次までを考慮しよう。

L = const.+ m

2 ṙ2 + · · · (3.38)

はじめの定数は作用原理にとってはどうでもよい項なので一般性を失う
ことなくゼロとおこう。１次の係数を m

2 と置いたのはあとの便宜のため
である。
結局

L =
m

2 ṙ2. (3.39)

オイラー・ラグランジュ方程式は

d
(
∂L
∂ṙ

)
dt

−
∂L

∂r
= mr̈ = 0. (3.40)

これは、等速運動にたいするニュートンの方程式に他ならない。関数
F
(
ṙ2
)
の形をさらに限定していくためには、さらに “強い”対称性が必要

になる。
特殊相対性理論 (special relativity)におけるローレンツ変換に対する

不変性を要求してみよう。世界間隔 (world distance)

ds2 = (cdt)2 − (dr)2 (3.41)
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は慣性系の取り方によらない不変量*4なので作用

S = −mc

∫√
(cdt)2 − (dr)2 = −mc2

∫
dt

√
1−

(
ṙ

c

)2
(3.42)

も不変である。これを相対論的的な自由粒子に対する作用としよう。ラ
グランジャンはしたがって、

L = −mc2

√
1−

(
ṙ

c

)2
(3.43)

とあたえられる。速度 ṙの大きさが光速 cに比べて充分小さいとしてテ
イラー展開をすれば

L = −mc2 +
m

2 ṙ2 −
m

8
ṙ4

c2
+ · · · (3.44)

第２項が非相対論的な作用を与えている。ローレンツ不変性が ṙ
c
の４次

以上の項も決定していることは着目すべきことである。
一般に、考えている対称性のもとで許されるものはすべてラグランジャ
ンとして採用するのが解析力学の立場である。それにたいして系を特別
な物に限定して近似を行ったり実験値を用いて係数を決定していく。そ
のからさらに、強い対称性が発見されれば、それを原理として可能な作

*4 世界間隔 ds2 を不変にするような変換をローレンツ変換と呼ぶ。慣性系Ｓの時空座
標を (t,x,y,z)、それに対して x軸正の方向に速度 vで運動している慣性系 S ′ の
座標 (t ′,x ′,y ′,z ′)の間には、

cdt ′ =
cdt− v

cdx√
1− v2

c2

dx ′ =
dx− v

c (cdt)√
1− v2

c2

dy ′ = dy

dz ′ = dz

があり、ds2 がどちらの慣性系でも同じ値であることは直接確かめられる。
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図 3.10 ローレンツ変換

用を書き下していく。この作業を続けて、ただの１項だけからなる統一
されたラグランジャンを目指しているのが今日では素粒子物理学とも言
える。

例題 3.5.1

相対論的な粒子を記述するラグランジャンに対してオイラー・ラ
グランジュ方程式を立ててそれを解け。

［ヒント］

d
(
∂L
∂ṙ

)
dt

−
∂L

∂r
=
d

dt

 mṙ√
1−

(
ṙ
c

)2
 = 0. (3.45)

これから直ちに

mṙ√
1−

(
ṙ
c

)2 = p = const. (3.46)

という相対論的運動量の保存則が出てくる。
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§ 3.6 保存力場中の粒子の運動

外力のもとでの粒子の運動を記述するラグランジャンは、自由粒子の
ラグランジャンに位置座標 r の関数を加えることであろう。（もちろん
ほかの可能性もあり、あとで述べる。）外力が、特定の場所に特定の方向
にある値で働くのであるからこの段階では空間の一様・等方性は破れて
いる。
以上の考察から、ラグランジャンを

L =
m

2 ṙ2 − V(r) (3.47)

と置こう。V(r)はポテンシャルエネルギー (potential energy)とよばれ
る。マイナス記号はあとの便宜のためである。
ポテンシャル V(r)のために空間の一様性が破れていることに注意しよ
う。したがって、ṙが小さいというだけでは、ṙ ·A(r)のような項を排除
できない。実際、後で述べる磁場中の荷電粒子に対するラグランジャン
には登場する。ここでは、簡単のために A = 0とする。
オイラー・ラグランジュ方程式を立てると直ちに

d
(
∂L
∂ṙ

)
dt

−
∂L

∂r
= mr̈+

∂V

∂r
= 0. (3.48)

ここで、力 Fを

F = −
∂V

∂r
(3.49)

と置けば古典力学の基本方程式であるニュートンの運動方程式

m
d2r

dt2
= F

(質量×加速度 = 力 ).
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を得る。ここで、mは質量と解釈される。以上から明らかなように、も
ともとニュートンの方程式は速度が充分小さいときに妥当性のある近似
的なものである。
質点あるいは質点の集まりの系に対しては、多くの場合、ラグランジャ

ンは

L = T(運動エネルギー ) − V(ポテンシャルエネルギー ) (3.50)

の形をしている。

例題 3.6.1

質量m糸の長さ lの単振子の問題を、糸が鉛直線となす角度を θ
としてラグランジャンを立てて解け。ただし、重力加速度を gと
せよ。

［ヒント］
ラグランジャンは、運動エネルギーとポテンシャルエネルギーの
差であるので各々をまず計算しよう。質点の速度の大きさは lθ̇

だから、運動エネルギー T は

T =
m

2 ṙ2 =
ml2

2 θ̇2 (3.51)

ポテンシャルエネルギー V は

V = −mg · l cos θ (3.52)

したがって、ラグランジャンは

L(θ, θ̇) = T − V =
ml2

2 θ̇2 +mg · l cos θ (3.53)

とあたえられる。
オイラー・ラグランジュ方程式は

d
(

∂L

∂θ̇

)
dt

−
∂L

∂θ
= ml2θ̈+mgl sin θ = 0. (3.54)
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となる。θ≪ 1のときには、sin θ ≈ θと近似してよいので

ml2θ̈+mglθ = 0. (3.55)

この微分方程式の解法は以前示したのでここでは結果のみを書い
ておこう。
結果は角振動数ω =

√
g
l
の単振動で振幅 Aと位相 δは初期値で

決められる定数として、

θ = A sin(ωt+ δ). (3.56)

とあたえられる。
たとえば、初期時刻 t = 0での初期値を θ = 0、初速度を θ̇ = ω0

とすれば、上記の解は

θ =
ω0

ω
sin(ωt) (3.57)

となる。

図 3.11 単振子

図 3.12 単振動

例題 3.6.2

質量 m の惑星が太陽の周りをニュートンポテンシャル V(r) =

−GmM
r
を受けて運動している。この運動を太陽の位置を座標原
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点とする極座標 (r, θ,ϕ)を用いて記述せよ。ただし、Gはニュー
トンの万有引力定数である。

［ヒント］
運動エネルギーは

T =
m

2 ṙ2 =
m

2
(
ṙ2 + r2θ̇2 + r2 sin2 θϕ̇2) , (3.58)

とあたえられるので、ラグランジャンは

L
(
r, θ,ϕ, ṙ, θ̇, ϕ̇

)
=
m

2 ṙ2 +
GmM

r
(3.59)

=
m

2
(
ṙ2 + r2θ̇2 + r2 sin2 θϕ̇2)+ GmM

r
,

(3.60)

オイラー・ラグランジュ方程式は

r̈ = rθ̇2 + r sin2 θϕ̇2 −
GM

r2
(3.61)

d

dt

(
r2θ̇
)
= r2 sin θ · cos θϕ̇2 (3.62)

d

dt

(
r2 sin2 θϕ̇

)
= 0. (3.63)

§ 3.7 系の合成

いま系 Aのラグランジャンが LA、系 Bのラグランジャンが LB であた
えられるとき、Aと Bの合成系のラグランジャンは、Aと Bの相互作用
を Lint として

L = LA + LB + Lint (3.64)
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図 3.13 太陽と惑星

と書けるだろう。これは、何かの原理があると言うよりは、現象論的に
２つの系の相互作用 Lint を推定していくやり方と考えるべきである。そ
の研究の結果、例えば、上の３つの項がある原理のもとに２つ以下の項
にまとまればさらによいと考えるのである。実際に、荷電粒子と電磁場
の相互作用にたいしては、このような一段進んだ理解が得られている。

図 3.14 合成系のラグランジャン
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例題 3.7.1

質量M1 の質点がバネ定数 K1 のバネと結合していて質量M2 の
質点がバネ定数 K2 のバネと結合している。さらに、この２質点
をバネ定数 kの弱いバネでつなごう。はじめ、全てのバネが自然
長になるように置かれていたとして運動を解け。

［ヒント］
バネ 1, 2の自然長からの変化を、x1、x2 とすれば、ラグランジャ
ンは上の合成から

L =
M1

2 ẋ1
2 −

K1x1
2

2 +
M2

2 ẋ2
2 −

K2x2
2

2 −
k(x2 − x1)

2

2 (3.65)

最後の項が、２つの系の相互作用をあらわしている。オイラー・
ラグランジュ方程式は

d
(

∂L
∂ẋ1

)
dt

−
∂L

∂x1
=M1ẍ1 + K1x1 + k(x1 − x2) = 0 (3.66)

d
(

∂L
∂ẋ2

)
dt

−
∂L

∂x2
=M2ẍ2 + K2x2 + k(x2 − x1) = 0. (3.67)

簡単のためにM1 =M2 = m, K1 = K2 = Kの場合を考えよう。
上の式を辺ぺん足したり引いたりすると

m
d2

dt2
(x1 + x2) + K(x1 + x2) = 0 (3.68)

m
d2

dt2
(x1 − x2) + (K+ 2k)(x1 − x2) = 0. (3.69)
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となり、標準的な単振動の微分方程式になっている。したがって、

x1 + x2 = A · sin
(√

K

m
t+ ∆

)
(3.70)

x1 − x2 = a · sin
(√

(K+ 2k)
m

t+ δ

)
. (3.71)

ここで、２質点を結ぶバネが弱い K≫ k場合を考えてみよう。は
じめ x2 をつり合いの位置に置き初速度もゼロとしておき、x1 だ
けを Qの位置から静かに離してみよう。近似的な答えとして

x1 = Q cos
√
K

m
t · cos k

2
√
mK

t (3.72)

x2 = Q sin
√
K

m
t · sin k

2
√
mK

t (3.73)

はじめは、x1 だけが振動しているが、徐々に振幅が減少し、一方
の x2 が振動をはじめ徐々に振幅が増大する。やがて、振動はほ
とんど x2 に移る。これを、繰り返す。弱いバネを通してエネル
ギーが往復する。

図 3.15 連成振動子
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例題 3.7.2

質量 m1,m2,m3 を持つ３質点が互いに万有引力で引き合ってい
る。ただし、万有引力定数は Gとせよ。

(1) ３質点の位置座標を r1, r2, r3 としてラグランジャンを書
き、オイラー・ラグランジュ方程式をたてよ。

(2) それらが正三角形の配位（これをラグランジュポイントと
いう）をしつつ、重心のまわりに等速円運動する場合も運
動方程式の特別な解になっていることを示し、周期 T と質
点間の距離 aの関係を求めよ。

(3) 上の正三角形の解の場合の全エネルギーと全角運動量を求
めよ。

ラグランジュポイントの例としては、太陽と木星とトロヤ小惑星
群がある。

［ヒント］
ラグランジャンは

L =
m1ṙ

2
1

2 +
m2ṙ

2
2

2 +
m3ṙ

2
3

2 +
Gm1m2

|r1 − r2|
+
Gm2m3

|r2 − r3|
+
Gm3m1

|r3 − r1|
(3.74)

運動方程式は

r̈1 +
Gm2

|r1 − r2|3
(r1 − r2) +

Gm3

|r3 − r1|3
(r1 − r3) = 0 (3.75)

と同様のもの２個の方程式になる。正三角形の配位だと |r1 −

r2| = a = |r3 − r1| だから、重心を原点に置く条件：m1r1 +
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m2r2 +m3r3 = 0を用いれば、

r̈1+
G

a3
(m2r1 −m2r2 +m3r1 −m3r3)

= r̈1 +
G

a3
(m1 +m2 +m3)r1

= 0 (3.76)

となり r1 のみの方程式になる。 G
a3 (m1 +m2 +m3) = ω2 と置

けば、

r̈1 +ω
2r1 = 0. (3.77)

r2、r3 に対しても同じ式が成り立つ。したがって、正三角形が角
速度ωで重心の周りを回転する配位が解であることが分かる。

図 3.16 ラグランジュポイント
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第 4章

拘束条件のある系
Constrained System

力学系によっては、座標と速度：q1,q2, . . . ,qs; q̇1, q̇2, . . . , q̇s 全てが独
立でなく何らかの条件が付いていることがある。それをここでは拘束条
件 (constraint)と呼ぼう。たとえば、半径 aの球面上にある質点のデカ
ルト座標 (x,y, z)の間には

x2 + y2 + z2 − a2 = 0 (4.1)

の関係がある。

図 4.1 球面上の質点の系

その関係が、上の例のように、一般化座標の間のみの関係に帰着され
るとき、

fi(q1,q2, . . . ,qs) = 0 (i = 1, 2, . . . , l(< s)) (4.2)

それらをホロノームな拘束条件 (holonomic constraint)と呼び、そのよ
うな系をホロノーム系 (holonomic system)と呼ぶ。一般化座標の間の
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関係に帰着できない拘束条件を持つ系を非ホロノーム系 (nonholonomic
system) と呼ぶ。上に述べた、球面上の質点の系の場合はもちろんホロ
ノーム系である。
非ホロノーム系の典型的な例をあげよう。
半径 aの円盤がその面を鉛直の保ったまま、水平な床を滑らずに転が

る。（コインが床を転がることを想像しよう。）座標として円盤と床の接
点 (x,y) と円盤の自転角度 ϕ, 円盤の面が x-軸となす角度 θ である。滑
らないという条件から２個の拘束条件が出てくるはずである。

図 4.2 床の上を滑らず自転する円盤
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図 4.2のように座標を設定し、円盤と床の接点を P(x,y)とおこう。円
盤が微小角度 dϕ だけ自転すると、円盤と床の接点は距離 adϕ だけ移
動する。これを x,y座標で記述して、P(x+ dx,y + dy)に移動するとし
よう。

dx = a cos θdϕ

dy = −a sin θdϕ.

ただし、θ は円盤の面が x-軸となす角度である。拘束条件は、上の式を
dϕだけ自転するのにかかった微小時間 dtで割って、

ẋ = a cos θϕ̇

ẏ = −a sin θϕ̇.

左辺が完全微分であるのに対して右辺がそうでないので、これを積分し
て xと yを角度 (θ,ϕ)で表すことはできない。

§ 4.1 ラグランジュの未定係数法
(The Method of Lagrange Multiplier)

座標 q1,q2, . . . ,qs の間に、拘束条件：

fi(q1,q2, . . . ,qs) = 0 (i = 1, 2 . . . , l(< s)) (4.3)

があたえられているとき、すぐ考えつく一つのやり方は q1,q2, . . . ,qs の
うち独立な s − l個の座標 ql+1,q2, . . . ,qs で、残りの座標 q1,q2, . . . ,ql
を書いてラグランジャン全体を ql+1,q2, . . . ,qs; q̇l+1, q̇2, . . . , q̇s で書く
やり方である。しかし、この方法は、大変面倒であるし、結果のラグラン
ジャンの形は複雑な物になるであろう。次にもっとうまいやり方を述べ
よう。
ラグランジャンが Lとあたえられるとして、拘束条件が

fi(q1,q2, . . . ,qs) = 0 (i = 1, 2 . . . , l(< s)) (4.4)
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であるとしよう。新たなラグランジャンとして、

L ′ = L+

s∑
i

λifi (4.5)

を採用しよう。ここに L ′ は q1, . . . ,qs; q̇1, . . . , q̇s の関数であると同時に
λ1, . . . , λs の関数であることが肝心である。係数 λi (i = 1, 2, . . . , l(< s))
はラグランジュの未定係数 (Lagrange undetermined multiplier)と呼
ばれる。
オイラー・ラグランジュ方程式は

∂L

∂λi
= fi(q1,q2, . . . ,qs) = 0 (4.6)

d ∂L
∂q̇i

dt
−
∂L

∂qi
=

s∑
i

λi
∂fi

∂qi
(i = 1, 2 . . . , l(< s)) (4.7)

１行目は、拘束条件が再現されただけであり、２行目が本質的な運動
方程式である。右辺に新しく現れた第２項は拘束条件のためにあらわ
れた力であるので、拘束力 (constraining force)と呼ばれる。以下の具
体例でみるように、それは垂直抗力や張力などとしてあらわれる。係数
λi (i = 1, 2, . . . , l(< s))は、運動方程式を解くことにより求められる。

例題 4.1.1

傾斜角 θの斜面 x sin θ + y cos θ = 0を滑り降りる質点の運動を
ラグランジュ未定係数法で解析せよ。

［ヒント］
図 4.3のように座標を設定すると、ラグランジャンは λを未定係
数として

L(x,y, ẋ, ẏ, λ) = m

2 (ẋ2 + ẏ2) −mgy+ λ(x sin θ+ y cos θ).
(4.8)
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オイラー・ラグランジュ方程式は

mẍ− λ · sin θ = 0

mÿ+mg− λ · cos θ = 0

x sin θ+ y cos θ = 0.

これから直ちに、λが垂直抗力であることがわかる。第３式を２
回時間 tで微分してmを掛けておけば

mẍ sin θ+mÿ cos θ = 0. (4.9)

これに上の２式を代入して

λ· sin2 θ+ (λ · cos θ−mg) cos θ

= λ−mg cos θ

= 0. (4.10)

すなわち、

λ = mg cos θ (4.11)

を得る。
この例でわかるように、ラグランジュの未定係数法を用いると、
垂直抗力などの中間的な量を途中で技巧的に考える必要がなく
「頭ごなし」に一気に運動方程式を立てることができる。垂直抗
力などを考える初等的な方法は、力のベクトルの方向をあらわす
矢印を間違ったりしやすいことは、経験したことがあるだろう。
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図 4.3 斜面を滑り降りる質点の運動

例題 4.1.2

曲線 y = f(x)上に制限された粒子の２次元運動を記述せよ。（重
力は無視してよい。）

［ヒント］
ラグランジャンは λを未定係数として

L(x,y, ẋ, ẏ, λ) = m

2 (ẋ2 + ẏ2) + λ(y− f(x)). (4.12)

オイラー・ラグランジュ方程式は

mẍ+ λf ′ = 0

mÿ− λ = 0

y = f(x).

第３式を時間 tについて２回微分すれば、

ÿ = ẍf ′ + ẋ2f ′′ (4.13)

これに上の２式を代入して

λ =
mẋ2f ′′

1+ f ′2
. (4.14)

これを第１式に代入すると

mẍ+
mẋ2f ′′f ′

1+ f ′2
= 0. (4.15)
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この微分方程式の解き方はやや技術的であるが以下のようにす
る。まず、mẋで両辺を割って、

ẍ

ẋ
+
ẋf ′′f ′

1+ f ′2
= 0. (4.16)

これは、１回積分できて

log(ẋ) + 1
2 log(1+ f ′2) = const. (4.17)

書き換えて

ẋ
√

1+ f ′2 = c (4.18)

形式的に積分すると、∫x√
1+ f ′2dx = ct (4.19)

これを、xについて tの関数として解けばよい。yは y = f(x)に
上の x = x(t)を代入すればよい。
抗力を見るために、運動方程式を速度の大きさの２乗 v2 = ẋ2 +

ẏ2 = ẋ2(1+ f ′2)で書くと

mẍ = −
mv2f ′′

(1+ f ′2)3/2
f ′

(1+ f ′2)1/2

mÿ =
mv2f ′′

(1+ f ′2)3/2
1

(1+ f ′2)1/2
.

(
− f′

(1+f′2)1/2 , 1
(1+f′2)1/2

)
は曲線 y = f(x) にたいする単位法線ベ

クトルの成分である事をみれば、R = mv2f′′

(1+f′2)3/2 が曲線 y = f(x)

に対する垂直抗力であることがわかる。y = f(x) を x の近傍で
円：f(x) =

√
a2 − x2 で近似しよう。このとき、R = −mv2

a
。こ

れは、半径 aの円上を運動するときの遠心力を打ち消す垂直抗力
に他ならない。
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図 4.4 曲線 y = f(x)上に制限された粒子の２次元運動

§ 4.2 ラグランジュの未定係数法の正当化

この辺で、ラグランジュの未定係数法を正当化しよう。一般論を展開
する前に上の例で、拘束条件：y = f(x)をラグランジャンに直接代入す
ることを実行しよう。

L(x,y, ẋ, ẏ, λ) = m

2 (ẋ2 + ẏ2)

=
m

2 ẋ
2(1+ f ′(x)2).

オイラー・ラグランジュ方程式は

d∂L
∂ẋ

dt
−
∂L

∂x
= m

(
d

dt

)[
ẋ(1+ f ′(x)2)

]
−mf ′(x)f ′′(x)ẋ2

= mẍ(1+ f ′(x)2) +mf ′(x)f ′′(x)ẋ2

= 0 (4.20)

となり、ラグランジュの未定係数法によるものと一致する。
一般化すると次のようになる。ラグランジャンを一般に

L = L(q1, . . . ,qL,qL+1, . . . ,qs, q̇1, . . . , q̇L, q̇L+1, . . . , q̇s) (4.21)
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とし、L個の拘束条件を解いて、

qk = Qk(qL+1,qL+2, . . . ,qs) (k = 1, 2, . . . ,L) (4.22)

と従属変数 qk (k = 1, 2, . . . ,L)を独立変数 qi (i = L+ 1,L+ 2, . . . , s)で
書き表そう。そうすると、ラグランジャンは形式的に

L ′(qL+1, . . . ,qs, q̇L+1, . . . , q̇s)

= L(Q1, . . . ,QL,qL+1, . . . ,qs, Q̇1, . . . , Q̇L, q̇L+1, . . . , q̇s)

= L(Q1, . . . ,QL,qL+1, . . . ,qs,
∑
j

∂Q1

∂qj
q̇j, . . . ,

∑
j

∂QL

∂qj
q̇j, q̇L+1, . . . , q̇s)

となる。これに対してオイラー・ラグランジュ方程式を立てよう。

d ∂L′

∂q̇i

dt
−
∂L ′

∂qi
=
d

dt

(
∂L

∂q̇i
+

L∑
k=1

∂L

∂Q̇k

∂Qk

∂qi

)
−
∂L

∂qi

−

L∑
k=1

∂L

∂Qk

∂Qk

∂qi
−

s∑
j=L+1

L∑
k=1

∂L

∂Q̇k

∂2Qk

∂qi∂qj
q̇j

=
d

dt

(
∂L

∂q̇i

)
+

L∑
k=1

d

dt

(
∂L

∂Q̇k

)
∂Qk

∂qi
−
∂L

∂qi

−

L∑
k=1

∂L

∂Qk

∂Qk

∂qi

=
d

dt

(
∂L

∂q̇i

)
−
∂L

∂qi
+

L∑
k=1

[
d

dt

(
∂L

∂Q̇k

)
−
∂L

∂Qk

]
∂Qk

∂qi

一方、ラグランジュの未定係数法によれば、新しいラグランジャンとして

L ′′ = L+

L∑
k=1

λk(Qj − qj) (4.23)



52 第 4章 拘束条件のある系 Constrained System

を考える。オイラー・ラグランジュ方程式は

d ∂L
∂q̇i

dt
−
∂L

∂qi
+

L∑
k=1

λk
∂Qk

∂qi
= 0 (i = L+ 1, . . . , s)

d ∂L

∂Q̇k

dt
−
∂L

∂Qk

− λk = 0 (k = 1, . . . ,L)

となるので、未定係数 λk (k = 1, . . . ,L)を消去すると、

d ∂L
∂q̇i

dt
−
∂L

∂qi
+

L∑
k=1

[
d ∂L

∂Q̇k

dt
−
∂L

∂Qk

]
∂Qk

∂qi
= 0 (i = L+ 1, . . . , s)

(4.24)

となり、(4.20)に一致する。これで、ラグランジュの未定係数法を正当化
できたことになる。

例題 4.2.1

質量m1 の小さい円環に水平に張られた針金が通されていて、円
環は針金に沿ってなめらかに滑る。その円環から質量m2、長さ l
の振り子がぶら下がっている。

［ヒント］
m1 の座標を (x1, 0)、m2 の座標を (x2,y2)と置こう。拘束条件は
振り子の糸の長さが lということから√

(x2 − x1)2 + y22 − l = 0 (4.25)

ラグランジャンは λを未定係数として

L(x1, x2,y2, ẋ1, ẋ2, ẏ2, λ)

=
m1

2 ẋ
2
1 +

m2

2 (ẋ22 + ẏ
2
2) +m2gy2 + λ

(√
(x2 − x1)2 + y22 − l

)
.

(4.26)
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オイラー・ラグランジュ方程式は

m1ẍ1 − λ
x1 − x2√

(x1 − x2)2 + y22
= 0

m2ẍ2 − λ
x2 − x1√

(x1 − x2)2 + y22
= 0

m2ÿ2 − λ
y2√

(x1 − x2)2 + y22
−m2g = 0

√
(x2 − x1)2 + y22 − l = 0.

糸と鉛直線のなす角度を ϕとすれば

m1ẍ1 − λ sinϕ = 0

m2ẍ1 +m2l
d2

dt2
(sinϕ) + λ sinϕ = 0

m2l
d2

dt2
(cosϕ) + λ cosϕ−m2g = 0.

微小振動の場合、|ϕ| ≪ 1, sinϕ ≈ ϕを用いて、運動方程式を簡
単化すれば

m1ẍ1 − λϕ = 0

m2ẍ1 +m2l
d2ϕ

dt2
+ λϕ = 0

λ = m2g.

x1 を消去すれば

d2ϕ

dt2
+

(m1 +m2)g

m1l
ϕ = 0. (4.27)

解は

ϕ = A sin(ωt+ δ) (4.28)
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ここに、角振動数ωは

ω =

√
(m1 +m2)g

m1l
. (4.29)

ϕの解を

m1ẍ1 −m2gϕ = 0. (4.30)

に代入して積分すれば、

x1 = vt+ x1(0) −
m2Ag

m1ω2 sin(ωt+ δ) (4.31)

= vt+ x1(0) −
m2Al

m1 +m2
sin(ωt+ δ). (4.32)

これは円環の等速運動がぶら下げられた振り子の反作用をうけて
変化していく様子を示している。

図 4.5 振り子付き円環の運動
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§ 4.3 撃力 (Impact)

ラグランジュの未定係数を拡張して、拘束条件として不等式も含めて
みよう。簡単な例として、垂直に落下して床に衝突しはね上がる問題を
考えよう。床に垂直に上向きに y軸を取ろう。ラグランジャンは

L =
m

2 ẏ
2 −mgy+ λθ(−y) (4.33)

としよう。ただし、θ(x)は階段関数で、

θ(x) =

{
1 (x > 0)
0 (x ⩽ 0)

と定義される。
ラグランジャンを λについて変分すると、θ(−y) = 0すなわち、質点
が床の上方にあるという条件：y ⩾ 0を得る。yに関する変分から、

d∂L
∂ẏ

dt
−
∂L

∂y
= mÿ+mg+ λδ(y) = 0 (4.34)

両辺に ẏを掛けて、衝突時刻 t = 0前後の微小区間、(−ϵ, ϵ)について積
分しよう。∫ϵ

−ϵ

ẏ(mÿ+mg+ λδ(y))dt =

[
mẏ2

2

]ϵ
−ϵ

+ λ [θ(−y)]
y(ϵ)
y(−ϵ) = 0

(4.35)

ϵ→ 0の極限を取ると、エネルギー保存則：

mvf
2

2 =
mvi

2

2 (4.36)

を得る。運動方程式 4.34の最後の項は、床の位置 y = 0でのみ働く撃力
である。この方程式を解こう。衝突時刻を t = 0 とし、その時刻の速度
を −vとしよう。t < 0では、

y = −vt−
gt2

2 (4.37)
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vf
2 = vi

2 = v2 (4.38)

したがって、vf = v。これを考慮に入れれば t > 0では

y = vt−
gt2

2 (4.39)

と求められる。
したがって、

mÿ+mg = −2mvδ(t) = −λδ(y) (4.40)

これから、

λ = 2mv2 (4.41)

を得る。したがって撃力は

F = 2mvδ(t) (4.42)

と書けて、確かに

I =

∫ϵ
−ϵ

Fdt = mv− (−mv) = 運動量の変化 (4.43)

になっている。

図 4.6 撃力
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§ 4.4 ダランベール・ラグランジュの原理
(d’Alembert-Lagrange’s Principle)

拘束力を導入して、運動方程式を

d

dt

(
∂L

∂q̇i

)
−
∂L

∂qi
= Ri (4.44)

と書こう。
拘束面に接する方向の微小変位を δξi としたときに、ダランベール・
ラグランジュの原理とは、拘束力が仕事をしない∑

i

Riδξ
i = 0 (4.45)

ことである。
これを作用原理から導いてみよう。作用 Sが拘束面に接する方向の微
小変位 qi → qi + δξi に対して不変であることから、

0 = δ

∫t2
t1

dtL

= −

∫t2
t1

dt

[
d

dt

(
∂L

∂q̇i

)
−
∂L

∂qi

]
δξi

= −

∫t2
t1

dt
∑
i

Riδξ
i (4.46)

これが成立するためには全ての時間に対して∑
i

Riδξ
i = 0 (4.47)

が成り立たなくてはならない。
ダランベール・ラグランジュの原理とラグランジュの未定係数法の関
係を考えよう。拘束条件：

fa(q1,q2, . . . ,qs) = 0 (a = 1, 2, . . . , l(< s)) (4.48)
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を配位空間の中の超曲面と見なそう。拘束条件の交わりに運動が制限さ
れている。この時、超曲面に対する法線方向はベクトル

vai =
∂fa

∂qi
(4.49)

で表される。ラグランジュの未定係数法では拘束力が∑
a

λa
∂fa

∂qi
=

∑
a

λav
a
i (4.50)

であらわされるので、超曲面内の変位と直交するからダランベール・ラ
グランジュの原理と一致する。

図 4.7 ラグランジュの未定係数法とダランベール・ラグランジュの原理
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第 5章

電磁場中の荷電粒子の運動

今までは、ラグランジャンが運動エネルギーとポテンシャルエネル
ギーの差の形をしているものを扱ってきたが、いつもそうであるわけで
はない。
この節では電磁場中の質量m、電荷 eの荷電粒子の電磁場中の運動を
取り上げよう。運動方程式はローレンツ力の式であるが、それをあたえ
るラグランジャンはどうなるのだろうか？ まず、結論を述べて、理由付
けをあとに述べよう。

L(r, ṙ) = mṙ2

2 − e(ϕ− ṙ ·A). (5.1)

ここに、ϕと Aはおのおのスカラーポテンシャルとベクターポテンシャ
ルである。それらは場であるので時間座標 tと空間座標 rの関数である
が、上の標識の中では空間座標 rに粒子の位置座標が代入されているも
のと了解する。電場と磁場はスカラーポテンシャル ϕとベクターポテン
シャル Aを用いて

E = −
∂ϕ

∂r
−
∂A

∂t
(5.2)

B = rotA. (5.3)

と書ける。
上記のラグランジャン (5.1) の理由付けを述べる。遅い粒子に対して
は、ラグランジャンを速度 ṙ についてテーラー展開して、２次の項まで
に止めるとしよう。
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L(r, ṙ) = L(0)(r) + ṙ · L(1)(r) + ṙ2

2 L
(2) + · · · . (5.4)

ここで、L(0)(r) = −eϕ(r)、L(1)(r) = eA、L(2) = mと置いた。それ
ぞれの物理的意味は、以下に述べるように、運動方程式を立てると明ら
かになる。
オイラー・ラグランジュ方程式は式変形を続けていくと

d

dt

(
∂L

∂ṙi

)
−
∂L

∂ri
= mr̈i + e

dAi

dt
+
∂ϕ

∂ri
−
∑
j

ṙj
∂Aj

∂ri



= mr̈i + e

∂Ai

∂t
+
∑
j

ṙj
∂Ai

∂rj
+
∂ϕ

∂ri
−
∑
j

ṙj
∂Aj

∂ri



= mr̈i + e

∂Ai

∂t
+
∂ϕ

∂ri
+
∑
j

ṙj

(
∂Ai

∂rj
−
∂Aj

∂ri

)
= mr̈i + e

[
∂Ai

∂t
+
∂ϕ

∂ri
− (ṙ× rotA)i

]
= 0.

したがって、ローレンツ力の式を得る。

mr̈ = e[E+ ṙ× B]. (5.5)

すなわち、荷電粒子には電場の方向に力を受けると同時に、磁場と速
度に直交する方向にも力が働く。ここで、興味深いことに、運動方程式
には電場と磁場があらわれて、スカラーポテンシャル ϕとベクターポテ
ンシャル Aがあらわに現れることはないのに、ラグランジャンには現れ
る。量子力学に移行すると、これはスカラーポテンシャルとベクターポ
テンシャルなしには、荷電粒子の量子力学を記述できないことになる。
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図 5.1 ローレンツ力

以上は、最小作用の原理からローレンツ力の式を導くことであったが
いくつかの興味ある特殊な場合について運動方程式の解を調べてみよう。

例題 5.0.1

時間的に一定で一様な磁場中の荷電粒子の運動を解け。

［ヒント］
ローレンツ力の式：

mr̈ = eṙ× B. (5.6)

において、磁束密度 Bを z軸に平行に選び、ṙ = v = (vx, vy, vz)
と書くと、

mv̇x = eBvy,

mv̇y = −eBvx,

mv̇z = 0.

この種の方程式の解き方の常套手段として、第１式と第２式に虚
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数単位 iを掛けたものを辺ぺん足す。v = vx + ivy と置くと、

mv̇ = −ieBv. (5.7)

これは直ちに積分できて、

v = exp[−iωt]v0. (5.8)

ただし、ここに

ω =
eB

m
(5.9)

はラーマー振動数 (Larmor frequency)と呼ばれる。
簡単のために初速度を x方向にとって置けば、上の式の実部と虚
部を取ることにより

vx = v0 cosωt

vy = −v0 sinωt

vz = const.

これをもう一回積分すれば

x =
v0

ω
sinωt+ x0

y =
v0

ω
cosωt+ y0

z = vzt+ z0.

したがって、z方向には等速運動をして、x,y方向には (x0,y0)を
中心とした半径 v0

ω
の円運動を行う。
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図 5.2 時間的に一定で一様な磁場
中の荷電粒子の運動

図 5.3 xy方向は円運動

例題 5.0.2

時間的に一定で一様な磁束密度 Bが z軸方向に向いており、電場
Eが y方向に向いている。この中の荷電粒子の運動を解け。

［ヒント］
z 方向は前題から等速運動であることはわかっているので、x,y
方向の運動だけ考えよう。運動方程式は

mv̇x = eBvy + eE,

mv̇y = −eBvx.

v = vx + ivy に対しては、

mv̇ = −ieBv+ eE. (5.10)

この解は

v = exp[−iωt]
(
eE

m

∫t
0
exp[iωt ′]dt ′ + v0

)
. (5.11)
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この実部と虚部を取って、

vx = v0 cosωt+
eE

mω
sinωt

vy = −v0 sinωt−
eE

mω
+
eE

mω
cosωt.

興味深いことに、x方向に電場をかけたにも関わらず、y方向に
− eE

mω
の一定の速度でドリフトしていく。上の式を時間 tについ

て積分すれば、

x =
v0

ω
sinωt− eE

mω2 cosωt+ x0

y =
v0

ω
cosωt+ eE

mω2 sinωt−
eE

mω
t+ y0.

上の式において tを消去して得られる軌跡の方程式は

(x− x0)
2 +

(
y− y0 +

eE

mω
t

)2
=
(m
eB

)2(
v0

2 +
E2

B2

)
(5.12)

となり、これは中心が y軸方向に速度− eE
mω
で運動する円である。

図 5.4 時間的に一定で一様な磁場・電場中の荷電粒子の運動
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§ 5.1 電磁場中の相対論的荷電粒子の運動

以上を相対論的にすることは容易である。ラグランジャンの運動エネ
ルギーの部分を相対論的なものに置き換えて、

L(r, ṙ) = −mc2

√
1−

(
ṙ

c

)2
− e(ϕ− ṙ ·A). (5.13)

を得る。
ローレンツ変換に対する不変性を見るには作用の不変性を見れば十分
である。作用 S =

∫
Ldtは

S =

∫
L(r, ṙ)dt (5.14)

=

∫ [
−mc

√
(cdt)2 − (dr)2 − e

(
ϕ

c
cdt−A · dr

)]
. (5.15)

と、書いておこう。これがローレンツ変換に対して不変であることは次
のようにしてみることができる。まえに見たように、時間と空間に関す
るローレンツ変換：(dt,dx,dy,dz) → (dt ′,dx ′,dy ′,dz ′)

cdt ′ =
cdt− v

c
dx√

1− v2

c2

dx ′ =
dx− v

c
cdt√

1− v2

c2

dy ′ = dy

dz ′ = dz

に対して、世界間隔 (cdt)2−(dr)2 は不変なので、作用のうち運動エネル
ギーの項は不変である。スカラーポテンシャル ϕ

c
とベクトルポテンシャ

ル Aがローレンツ変換に対して cdtと drと同様に変換するならば、作
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用の表式の中の ϕ
c
cdt −A · drも不変である。したがって、作用全体も

ローレンツ変換に対して不変である。上に仮定したスカラーポテンシャ
ル ϕ

c
とベクトルポテンシャルの変換性は電磁場自身の力学がローレンツ

変換に対して不変である事を示してはじめて正当化されるが、それは本
書の範囲を超えるので述べないで、結果を受け入れることにしよう。

ϕ ′

c
=

ϕ
c
− v

c
Ax√

1− v2

c2

A ′
x =

Ax − v
c
ϕ
c√

1− v2

c2

A ′
y = Ay

A ′
z = Az

ローレンツ力の式は、オイラー・ラグランジュ方程式から

m
d

dt

(
ṙ√

1− (ṙ/c)2

)
= e(E+ ṙ× B). (5.16)

と書ける。

例題 5.1.1

時間的に一定で一様な電場中の荷電粒子の相対論的運動を解け。

［ヒント］
ローレンツ力の式

m
d

dt

(
ṙ√

1− (ṙ/c)2

)
= eE (5.17)

を積分して

ṙ√
1− (ṙ/c)2

=
eE

m
t. (5.18)
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電場 Eが x軸の方向にあるとしよう。その場合に上の方程式を初
速度をゼロとして解いて速度

ẋ = c
eEt
m√

1+
(
eEt
m

)2 (5.19)

を得る。粒子は加速されて、その速度は時間とともに増大して光
速に限りなく近づく。上の式をさらに積分すれば、

x =
cm

eE

√
1+

(
eEt

m

)2
. (5.20)

荷電粒子の世界線は x = ±ctを漸近線とする双曲線である。

図 5.5 荷電粒子の世界線は x = ±ctを漸近線とする双曲線である
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第 6章

時間的に変化する外力と摩擦のあ
る場合の質点の運動

外力 f(t)のもとでの、質点の一次元的運動を考えよう。質点の座標を
xとすると、運動方程式は

m
d2x

dt2
+
∂V

∂x
= f(t) (6.1)

と書けるだろう。この運動方程式を再現するようなラグランジャンを書
くと、

L =
m

2

(
dx

dt

)2
− V(x) + xf(t) (6.2)

最後の項 xf(t)が外力の効果をあらわす。
さらに速度に比例する摩擦力がはたらく場合には、運動方程式は

m
d2x

dt2
+mγ

dx

dt
+
∂V

∂x
= f(t) (6.3)

と書ける。この運動方程式を再現するようなラグランジャンを書くと、

L = eγt

[
m

2

(
dx

dt

)2
− V(x) + xf(t)

]
(6.4)

となる。
上の二つの例では、ラグランジャンがあらわに時間によるので、エネ
ルギーは保存しない。
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特別な場合として、摩擦力が働いて外力が周期的 (f(t) = F · sin(Ωt))
な場合に運動方程式は

m
d2x

dt2
+mγ

dx

dt
+mω2x = F · cos(Ωt) (6.5)

となる。

図 6.1 減衰振動

この線形微分方程式の解き方は典型的であるので、少し丁寧に述べ
よう。
まず、上の方程式の特解が一つ求まったとしよう。外力がない場合の

斉次方程式：

m
d2x

dt2
+mγ

dx

dt
+mω2x = 0 (6.6)

の一般解 x = e−
γ
2 t[A sinω ′t + B cosω ′t] (ω ′ =

√
ω2 − γ2

4 ) と特解
の和は明らかにうえの微分方程式の解である。さらに任意定数を２個（A
と B）を含んでいるので、一般解でもある。特解を求めるために、Cを後
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で決める複素定数として

x = ℜ
(
CeiΩt

)
(6.7)

と置くと、微分方程式からは Cに対する代数方程式：

(−mΩ2 +miγΩ+mω2)C = F (6.8)

を得る。これから

C =
F

m(−Ω2 + iγΩ+ω2)
(6.9)

だから、特解

xs = ℜ

(
FeiΩt

m(−Ω2 + iγΩ+ω2)

)

=
F

m

[
(ω2 −Ω2) cosΩt
(ω2 −Ω2)2 + γ2Ω2 +

γΩ sinΩt
(ω2 −Ω2)2 + γ2Ω2

]
が求まる。したがって、一般解は

x(t) = A sinω ′t+ B cosω ′t+ xs

= A sinω ′t+ B cosω ′t

+
F

m

[
(ω2 −Ω2) cosΩt
(ω2 −Ω2)2 + γ2Ω2 +

γΩ sinΩt
(ω2 −Ω2)2 − γ2Ω2

]
となる。
ここで、この系の特徴を見るために、質点ははじめ平衡の位置に静止
していたものとしよう。すなわち、初期条件として x = ẋ = 0, t = 0を
取り、周期的な外力の影響でどうなるかを見よう。初期条件から、

B = −
F

m

(ω2 −Ω2)

(ω2 −Ω2)2 + γ2Ω2 , A = −
F

mω ′
γΩ2

(ω2 −Ω2)2 + γ2Ω2

(6.10)
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図 6.2 質点がはじめ平衡の位置に静止していた場合

を得るので、それを一般解の公式に代入して、

x(t) =
F

m

[
(ω2 −Ω2)(cosΩt− cosω ′t)

(ω2 −Ω2)2 + γ2Ω2 +
γΩ(sinΩt− Ω

ω′ sinω ′t)

(ω2 −Ω2)2 + γ2Ω2

]
(6.11)

を得る。
摩擦が小さいとき、すなわちω,Ω≫ γで上の式は

x(t) ≈ F

m

[
cosΩt− cosωt

ω2 −Ω2

]
(6.12)

さらに外力の振動数が固有振動数に近いとき、Ω = ω + ∆, |∆| ≪ ωの
ときには、

x(t) ≈ Ft sinωt
2ωm (6.13)

となり、振幅を増幅させながら振動する。これを共鳴 (resonance) と
いう。
非保存系のラグランジャンとして興味ある例として、運動摩擦係数 µ

を持つ摩擦の働く床の上を運動する物体の運動がある。運動方程式は

m
d2x

dt2
+mgµ ˆ̇x+

∂V

∂x
= 0 (6.14)

第２項は摩擦についてのクーロンの法則 (Coulomb’s law)として知られ
ている。
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図 6.3 摩擦の働く床の上を運動する物体の運動

ここに、 ˆ̇xは ẋ方向の単位ベクトル、 ẋ
|ẋ|
である。この運動方程式を再

現するようなラグランジャンを書くと、

L =
m
(
dx
dt

)2
2 − V(x) +mgµ

∣∣∣∣dxdt
∣∣∣∣ t (6.15)

となる。
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第 7章

質点系の力学

今まで、主にあたえられたポテンシャル中の一個の質点の力学を調べ
てきたが、この章では複数あるいは多数の質点の系を調べよう。その中
では、質点個々の運動を詳細に調べるよりも、複数の質点の系に特徴的
なことに着目して議論しよう。

§ 7.1 重心系、換算質量

２質点に力が働いている。２質点全体の運動と相対的な運動に分けて
考えよう。質点の位置ベクトルを r1、r2 とし、

m1
d2r1

dt2
= F(r1 − r2) (7.1)

m2
d2r2

dt2
= −F(r1 − r2). (7.2)

２式の右辺の符号が反対になっているのは作用反作用の法則をあらわす。

図 7.1 2質点の運動
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第１式と第２式を辺ぺん足して

m1
d2r1

dt2
+m2

d2r2

dt2
= 0. (7.3)

これを積分して

d

dt
(m1r1 +m2r2) = const. (7.4)

２質点全体の運動を記述するために、２質点の重心座標を

R =
m1r1 +m2r2

m1 +m2
(7.5)

と定義すれば、重心座標は等速運動することがわかる。
第１式点にm2 を掛けて第２式にm1 を掛けて辺ぺん足すと、

m1m2

m1 +m2

d2

dt2
(r1 − r2) = F(r1 − r2). (7.6)

換算質量 µを

µ =
m1m2

m1 +m2
, (7.7)

と定義し、相対座標を r = r1 − r2 と定義すれば相対座標 rに対する運動
方程式は

µ
d2r

dt2
= F(r). (7.8)

となる。これは外力の働かない相互の力だけが働くようなの２質点の運
動を、換算質量をもつ１質点と等価な運動に帰着する。

§ 7.2 重心系、換算質量―ラグランジャン

上に述べたことと同じ内容をラグランジャンで見よう。V(r1 − r2)を
力 F(r1 − r2)をあたえるポテンシャルとして、ラグランジャンは

L =
m1

2 ṙ21 +
m2

2 ṙ22 − V(r1 − r2) (7.9)
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ここで、重心座標 Rと相対座標 rを次のように定義する。

R =
m1r1 +m2r2

m1 +m2
(7.10)

r = r1 − r2. (7.11)

これを、各粒子の座標 r1, r2 について解けば,

r1 = R+
m2

m1 +m2
r (7.12)

r2 = R−
m1

m1 +m2
r. (7.13)

を得る。これをラグランジャンに代入して、重心座標と相対座標で全て
書き表そう。

L =
M

2 Ṙ
2
+
µ

2 ṙ
2 − V(r). (7.14)

ここに、M = m1 +m2 は全質量で、µ = m1m2
m1+m2

は換算質量である。こ
のラグランジャンのなかには重心の位置座標に依存するポテンシャルの
項がないので、重心は自由運動し、相対座標だけが自明でない動きをす
る。これは、例えば２原子分子全体は自由粒子のように等速運動するが、
相対的には振動している場合を記述している。

図 7.2 重心系からみた 2質点の運動
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この結果は、重心の周りを２質点が運動することを意味する。一例と
して惑星の太陽の周りの運動を考えよう。太陽質量が惑星の質量に比べ
て大きいので、太陽はほとんど動かないが実は重心の周りを楕円運動し
ている。
このことを確かめるために、重心 Gの座標を R = 0すなわち原点に選
ぼう。m2 ≫ m1 の極限で、r1 = r, r2 = −m1

m2
rだから、太陽の運動は

惑星の軌道を m1
m2
倍縮小して鏡映したものになっている。

このことは、系外惑星系を探すことに利用されている。われわれの太陽
系以外に惑星があるだろうか、という疑問は昔からあったが、最近 4000
個ほどの系外惑星が見つかっている。系外の場合に直接観測できるのは
恒星だけで、惑星がたとえあっても直接観測することは今のところでき
ない。恒星の重心の周りのわずかな運動から惑星の存在を推定するので
ある。恒星からの光のドップラーシフトを精密観測をすることにより、
恒星の速度がわかり、それから惑星の速度がわかる。後はケプラーの法
則から惑星と恒星の軌道もわかる。

図 7.3 重心 G を原点とする (R = 0)。m2 ≫ m1 で r1 ≈ r, r2 ≈
−m1

m2
r だから、惑星の軌道を m1

m2
倍縮小して鏡うつしになったもので

ある。

重心運動と相対運動の分離は３個以上の多体になっても成立する。
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§ 7.3 重心―一般の場合

Ｎ個の質点に対するラグランジャンを

L =

N∑
i=1

mi

2

(
dri

dt

)2
−

N∑
i>j

V (ri − rj) (7.15)

ただし、ri は i番目の粒子のデカルト座標でありポテンシャル V は粒子
の相対座標にのみ依存する。
重心座標を

R =

∑
miri∑
mi

(7.16)

と書いて、

ri = R+ r̃i (7.17)

と置くと、

L =
MṘ

2

2 + Ṙ ·
∑

mi
˙̃ri +

N∑
i=1

mi

2

(
dr̃i

dt

)2
−

N∑
i>j

V(ri − rj) (7.18)

となる。定義から
∑
mir̃i = 0なので、結局

L =
MṘ

2

2 +

N∑
i=1

mi

2

(
dr̃i

dt

)2
−

N∑
i>j

V(r̃i − r̃j) (7.19)

ただし、Mは全質量で、

M =
∑

mi. (7.20)
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§ 7.4 微小振動

自然界には、２質点がほぼ平衡の位置を保ちながら、その近傍でわず
かに振動している場合が数多くみられる。例としては、酸素分子のよう
な２原子分子などがあげられる。前に、換算質量のところで示したよう
に、このような２質点の運動は重心運動と相対運動に分離できる。

図 7.4 1次元の微小振動

簡単のため、一次元の運動を考えよう。換算質量をm、相対位置座標
を xとし、ポテンシャルを V(x)として、ラグランジャンは

L(x, ẋ) = m

2 ẋ
2 − V(x). (7.21)
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ポテンシャル V(x) が、x = x0 に極小値を持つ場合を考えよう。その極
小点の近傍の微小振動を考えて、（図 7.4参照）x = x0 の周りにテイラー
展開をして２次まで残そう。

V(x) = V(x0) +
1
2V

′′(x0)(x− x0)
2 + · · · . (7.22)

定数項 V(x0)は作用原理においてはどうでもよいのでゼロと置いて座標
原点を適当にずらして一般性を失うことなく x0 = 0と置き、V ′′(x0)を
mω2 と書くと、ラグランジャンは近似的に

L(x, ẋ) = m

2 ẋ
2 −

mω2

2 x2. (7.23)

になる。このラグランジャンからオイラー・ラグランジュ方程式を立て
ると単振動の運動を与える。

mẍ+mω2x = 0. (7.24)

ここで、x = x0 がポテンシャル V(x)の極大値の場合には、V ′′(x0) < 0
すなわち、ω2 < 0となり、角振動数 ωは純虚数となる。そのとき運動
方程式の解は、Ae|ω|t + Be−|ω|t となり、A ̸= 0であるかぎり、指数関
数的に増大する。これは、x = x0 がポテンシャルの極大という不安定点
にあり、解はそこから転がり落ちる。図 7.4 に安定点と不安定点の例を
示す。

例題 7.4.1

［X振子］
精密器具を外界の振動から防ぐ方法の一つとして、器具全体を吊
すやり方があり、重力波検出器の防振に用いられている。吊され
た器具を振り子と見なしたときに、その周期を十分長く取れば、
外界の振動は器具まで伝わらない。単純には吊す糸を長くすれば
よいが、スペースが必要なので得策ではない。以下に述べる X振
子は、コンパクトな装置で実現できる長周期の振り子である。
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質量M 長さ a の一様な棒の両端から長さ l の糸を交差させて、
図 7.5 のように巾 a で天井から吊す。解析を簡単にするために、
運動は鉛直面内に限るとする。棒が水平線となす角度を θ とし、
その重心の座標を (X, Y)とする。棒の運動を調べ、振動の周期が
長くなる場合を述べよ。

［ヒント］
棒の両端の座標を、(X, Y)と θで表すと、(X+a

2 cos θ, Y+a
2 sin θ)、

(X − a
2 cos θ, Y − a

2 sin θ)となる。２本の糸の長さが lであるこ
とから、 (

X+
a

2 cos θ+ a

2

)2
+
(
Y +

a

2 sin θ
)2

= l2(
X−

a

2 cos θ− a

2

)2
+
(
Y −

a

2 sin θ
)2

= l2

を得る。上の２式から (X, Y)を θの関数として求めると、

X = tan θ2

√
l2 cos2 θ2 − a2 cos4 θ2

Y = −

√
l2 cos2 θ2 − a2 cos4 θ2

となる。
重力によるポテンシャルエネルギー V(θ) は重力加速度を g と
して、

V(θ) =MgY = −Mg

√
l2 cos2 θ2 − a2 cos4 θ2 . (7.25)

振れの角度 θ が 1 に比べて小さいときは、上の表式を cos θ
2 =

1 − θ2

8 + · · · を用いて、θの 2次までで近似できるだろう。結果
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をまとめると、

V(θ) ≈ const.+Mg l
2 − 2a2

8
√
l2 − a2

θ2 + · · · (7.26)

このポテンシャルは、l >
√
2a の場合に、原点で下に凸で安定

であるが、l <
√
2a の場合には上に凸で不安定になる。安定点

は θ = ±Cos−1 l√
2a に移る。ちょうど l =

√
2a の場合には、

V(θ) ≈ const.+ Mgaθ4

32 + · · · となり、安定である。このように、
外的なパラメータの変化によって安定点の位置が変化することは
しばしば見られる。
運動エネルギーは、重心の並進の運動エネルギー TG と重心のま
わりの回転エネルギー TR の和である。θが小さい場合は

TG =
M

2 (Ẋ2 + Ẏ2) ≈ Mh2θ̇2

8

TR =
Iθ̇2

2 =
Ma2θ̇2

24 .

ここに、h =
√
l2 − a2 は静止の位置の棒の天井からの距離であ

り、I = Ma2

12 は棒の重心のまわりの慣性モーメントである。
ラグランジャンは、θが 1に比べて小さいときに

L =

(
Mh2

8 +
Ma2

24

)
θ̇2 −Mg

l2 − 2a2

8
√
l2 − a2

θ2 (7.27)

となる。
周期 T は

T = 2π

√√√√ h2

8 + a2

24

g l2−2a2

8
√
l2−a2

. (7.28)

したがって、糸の長さを l =
√
2aよりほんの少し長く取っておけ

ば長周期の振り子が得られる。
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図 7.5 X振り子

§ 7.5 基準振動―CO2 の例

２酸化炭素 (CO2)のような直線状に並んでいる左右対称な３原子分子
の平衡点の近傍の振動を考えよう。並んでいる方向を x軸に取ろう。原
子１（質量 mA）、２（質量 mB）、３（質量 mA）の x 座標をそれぞれ
x1, x2, x3 としよう。ポテンシャルは位置座標の差の２次であると考える
とラグランジャンは

L =
mA

2 (ẋ21 + ẋ
2
3) +

mB

2 ẋ
2
2 −

k

2 [(x1 − x2)
2 + (x3 − x2)

2]. (7.29)

と書けるだろう。
オイラー・ラグランジュ方程式は

mAẍ1 + k(x1 − x2) = 0 · · · · · ·左 (7.30)

mBẍ2 + k(x2 − x1) + k(x2 − x3)= 0 · · · · · ·中 (7.31)

mAẍ3 + k(x3 − x2) = 0 · · · · · ·右 (7.32)

と書き下せる。３式を辺ぺん足すと

mAẍ1 +mBẍ2 +mAẍ3 = 0. (7.33)
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図 7.6 直線上に並んでいる左右対称な 3原子分子の平衡点近傍の振動

一回積分して

mAẋ1 +mBẋ2 +mAẋ3 = const. (7.34)

これは重心が等速運動をすることを示しているが、われわれは３原子分
子全体の運動に興味がないので慣性系を適当に選ぶことにより右辺を０
と置こう。もう一度積分して、

mAx1 +mBx2 +mAx3 = const. (7.35)

これも、座標原点を適当に選んで右辺をゼロとしよう。
この系の自由度は３であり、そのうちの一つは重心の位置であり、上
に述べたように原点に選んだ。残りの２個は分子間の相対座標であるが、
いろいろな選びかたがあり一意的ではない。うまく選ぶと、連動した振
動運動の記述が簡単になり、見通しが良くなる。

Qa = x1 + x3, (7.36)

Qs = x1 − x3. (7.37)

と置くと、

x1 = (Qa +Qs)/2, (7.38)

x3 = (Qa −Qs)/2, (7.39)

x2 = −
mA

mB
(x1 + x3) = −

mA

mB
Qa. (7.40)
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運動方程式のうち、一本は重心運動の情報を与えるはずなのでそれを第 2
の方程式と考え、第 1（「左」）と第 3（「右」）の方程式を振動運動を記述
するものとしよう。その 2式を辺ぺん引いたものと足したものを書けば、

mAQ̈s + kQs = 0, (7.41)

mAQ̈a + k
2mA +mB

mB
Qa = 0 (7.42)

これから直ちに 2つの角振動数

ωs =

√
k

mA
(7.43)

ωa =

√
k
2mA +mB

mAmB
(7.44)

の単振動を得る。
Qa は下の図 7.7 に示すように、それぞれ両端の原子が反対方向に運

動し真ん中の原子が停止しているものである。一方、Qs の運動は両端
の原子が同一方向に運動し、真ん中の原子がそれらと反対方向に動くす
るものと解される。このように、特徴的な角振動数を持ち単振動をする
座標を基準モード (normal mode) と呼びその運動を基準振動 (normal
vibration)と呼ぶ。ここで、エネルギーの担い手が個々の粒子ではなく
て基準モードという集団的な運動であるという見方が重要である。

図 7.7 基準モード

これをラグランジャンレベルで考えてみよう。ラグランジャン

L =
mA

2 (ẋ21 + ẋ
2
3) +

mB

2 ẋ
2
2 −

k

2 [(x1 − x2)
2 + (x3 − x2)

2]. (7.45)
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を Qa と Qs で書き表そう。

x1 = (Qa +Qs)/2, (7.46)

x3 = (Qa −Qs)/2, (7.47)

x2 = −
mA

mB
(x1 + x3) = −

mA

mB
Qa. (7.48)

をラグランジャンの表式に代入して

L =
MmA

4mB
(Q̇a)

2 +
mA

4 (Q̇s)
2 −

kM2

4m2
B
Qa

2 −
k

4Qs
2. (7.49)

運動エネルギーもポテンシャルエネルギーも平方の完成ができているこ
とに注意しよう。ただし、M = 2mA +mB は CO2 分子の全質量である。

§ 7.6 基準振動―一般の場合

多数の粒子が平衡点の近傍を微小振動している場合を一般的に考察す
るために一般化座標 qi (i = 1, 2, . . . , s)とその速度 q̇i (i = 1, 2, . . . , s)に
ついて２次式の形をしているラグランジャンを考えよう。mij, vij を係数
として

L =
1
2

s∑
i,j=1

mij

dqi

dt

dqj

dt
−

1
2

s∑
i,j=1

vijqiqj (7.50)

ここで係数 mij, vij は一般性を失うことなく、添字 i, j について対称：
mij = mji vij = vji と仮定してよい。mij, vij を要素とする行列を
M,V、座標 qi を要素とする縦ベクトルを q

M = (mij) (7.51)

V = (vij) (7.52)

q = (qi). (7.53)
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と書き、ラグランジャンを

L =
1
2

t(
dq

dt

)
M
dq

dt
−

1
2

t(q)Vq (7.54)

と書き直そう。このコンパクトな書き方だと運動方程式は

M
d2q

dt2
+ Vq = 0. (7.55)

となる。ここで、左肩に tをつけたものは、転置をしたものをあらわす。
この段階でラグランジャンは一般には s 個の変数 qi の絡んだ運動を
記述している。これから行おうとすることは、qi を s 個の新たな座標
ξa (a = 1, 2 . . . , s)の適当な線形結合で表わし、運動を s個の独立な振動
運動として記述し直すことである。これを数式で書くと

q =

s∑
a=1

ξaA
a (7.56)

となる。ここに、Aa はこれから求める適当な定数の縦ベクトルであり、
ξa はこれから求めるある角振動数ωa で単振動する新たに導入した座標
である。すなわち、Ca と δa を a ごとに異なってもよい任意の定数と
して

ξa = Ca · sin(ωat+ δa) (a = 1, 2, . . . , s). (7.57)

これを、運動方程式に代入すると
s∑

a=1
[−ωa

2ξaMA
a + ξaVA

a] = 0. (7.58)

これが項別に成り立つとすると、

−ωa
2MAa + VAa = 0 (a = 1, 2, . . . , s). (7.59)

自明でない解 (Aa ̸= 0)を持つためには、それにかかる行列の行列式が
ゼロになる必要がある。

|−ωa
2M+ V | = 0, (7.60)
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これを固有値方程式 (eigenvalue equation) と呼ぶ。固有値方程式は、
ω2

a に関して s 次式なので、s 個の解を持ち固有値 (eigenvalue) と呼
ぶ。行列M、V が対称行列なので当然ながら −ωa

2M + V も対称行列
であるので、線形代数学により固有値がすべて実数であることが保証さ
れている。
物理的には ωa は固有振動数 (natural frequency) と呼ばれる。固
有振動数 ωa が１つ決まると、それに対応してベクトル Aa が （全体
の大きさを除いて）決まる。これを固有値 ωa

2 に属する固有ベクトル
(eigenvector)と呼ぶ。
ここで、簡単な例で練習してみよう。この例では等しい質量とを持つ
２個の質点が等しいバネ定数を持つバネにそれぞれつながれていて、そ
られが弱いバネで結合している系である。それらは、以下で見るように
連結振動と呼ばれるおもしろい動きをする。

L =
m

2 (ẋ1)
2 +

m

2 (ẋ2)
2 −

mω0
2

2 (x1
2 + x2

2) +mαx1x2 (7.61)

=
1
2 (ẋ1, ẋ2)

(
m 0
0 m

)(
ẋ1
ẋ2

)

− (x1, x2)
(
mω0

2 −mα
−mα mω0

2

)(
x1
x2

)
(7.62)

ここに、α は２個の振子 x1 と x2 の間の結合の度合いをあらわす。
α = 0 のときには、２個の振子 x1 と x2 はおなじ振動数 ω0 で独立の単
振動をする。一般論にしたがって基準振動を調べよう。行列Mと V を

M =

(
m 0
0 m

)

V =

(
mω0

2 −mα
−mα mω0

2

)
と定義すればラグランジャンは

L =
1
2 (ẋ1, ẋ2)M

(
ẋ1
ẋ2

)
− (x1, x2)V

(
x1
x2

)
(7.63)
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と書ける。
従って運動方程式は (

M
d2

dt2
+ V

)(
x1
x2

)
(7.64)

となり、一般論で述べた固有方程式：

(−Mω2 + V)A = 0 (7.65)

は書き下すと (
−ω2 +ω0

2 −α
−α −ω2 +ω0

2

)(
A1
A2

)
(7.66)

この代数式が自明でない解を持つためには ω2 が固有値方程式を充たす
必要がある。行列式がゼロ、すなわち∣∣∣∣ −ω2 +ω0

2 −α
−α −ω2 +ω0

2

∣∣∣∣ = (ω2 −ω0
2)2 − α2 = 0 (7.67)

である必要がある。これから、固有振動数ω(1)、ω(2) が得られる。

ω(1)2 = ω0
2 + α

ω(2)2 = ω0
2 − α

以下当面の間、ω0
2 − α > 0とする。そうでない場合についてはあとで

述べる。
上の固有値に対応する固有ベクトルを求めよう。ω(1)2 = ω0

2 + α に
対しては、固有方程式は

(−ω2 +ω0
2)A1 − αA2 = −αA1 − αA2 = 0 (7.68)

となり、A2 = −A1 を得る。規格化すれば

A(1) =
1√
2

(
1
−1

)
(7.69)
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同様にして、ω(1)2 = ω0
2 + αに対しては

A(2) =
1√
2

(
1
1

)
(7.70)

従って基準モードは、

ξ(1) =
1√
2
(1,−1)

(
1 0
0 1

)(
x1
x2

)
=
x1 − x2√

2
(7.71)

ξ(2) =
1√
2
(1, 1)

(
1 0
0 1

)(
x1
x2

)
=
x1 + x2√

2
(7.72)

となる。この時ラグランジャンは、対角化されて

L =
1
2 [(ξ̇

(1))2 + (ξ̇(2))2] −
1
2 [(ω

(1))2(ξ(1))2 + (ω(2))2(ξ(2))2] (7.73)

となる。明らかに、基準モード ξ(1)(t), ξ(2)(t) は振動数 ω(1),ω(2) で単
振動する。a,b, c,dを定数としてそれらは

ξ(1)(t) = a · cosω(1)t+ b · sinω(1)t (7.74)

ξ(2)(t) = c · cosω(2)t+ d · sinω(2)t (7.75)

と書ける。定数 a,b, c,dは x,yの初期値と初速度から決まる。基準モー
ド ξ(1), ξ(2) はそれぞれ、２振子が同じ方向に振動するものと反対方向に
振動するものをあらわす。２振子の元の座標で書けば

x1 =
1√
2
[ξ(1)(t) + ξ(2)(t)] (7.76)

x2 =
1√
2
[ξ(1)(t) − ξ(2)(t)] (7.77)

一般の初期条件の場合はこの２種類の基準振動の重ね合わせになり、
見かけは複雑な運動をしている。その特徴を、２振子の初速度がともに
ゼロであるという特殊な初期条件を課して見てみよう。上の式において
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sinの係数 b = d = 0とすれば明らかに初速度は 0となるので、

x1(t) =
1√
2
(a · cosω(1)t+ c · cosω(2)t) (7.78)

x2(t) =
1√
2
(a · cosω(1)t− c · cosω(2)t) (7.79)

が初速度 0の解になる。さらに見やすい簡単な場合として、振子 x2 がは
じめ平衡の位置にあって静止している x2(0) = 0とし、振子 x1 は、はじ
め x1(0) = X に静止していたとしよう。そのためには、a = c = X/

√
2

と取ればよいから、結局

x1(t) = X · cosω
(1)t+ cosω(2)t

2

= X · cos (ω
(1) +ω(2))t

2 cos (ω
(1) −ω(2))t

2 (7.80)

x2(t) = X · cosω
(1)t− cosω(2)t

2

= X · sin (ω(1) +ω(2))t

2 sin (ω(1) −ω(2))t

2 (7.81)

となる。この運動の特徴をさらにはっきりされるために、２振子の結合
が弱い場合 ω0

2 ≫ α を考えよう。この場合には近似的に固有振動数は
ω(1) ≈ ω0 +

α
2ω0

,ω(2) ≈ ω0 −
α

2ω0
となるので

x1(t) ≈ X · cos αt2ω0
· cosω0t (7.82)

x2(t) ≈ X · sin αt

2ω0
· sinω0t (7.83)

が求めたかったものである。これからすぐに見て取れることは、はじめ
のうち（ αt

2ω0
≪ 1）では、振子 x1 のみが振動数 ω0 で単振動をして、振

子 x2 はほぼ静止しているが、しだいに x2 も振動を開始し αt
2ω0

= π
2 にな

ると今度は振子 x2 のみが振動数 ω0 で単振動して、振子 x1 はほぼ静止
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する。以後このパターンをくり返し、運動は長周期で x1 と x2 の単振動
を交替させる。
今まで、

ω(1)2 = ω0
2 + α

ω(2)2 = ω0
2 − α

が両方とも正で固有振動数：ω(1)、ω(2) が実数の場合を考えてきたが、α
が大きくて、ω(2)2 = ω0

2 − α < 0の場合には基準モード ξ(2) は振動に
はならず指数関数的な増大を示す。
一般に固有値方程式：

|−Mω2 + V | = 0 (7.84)

が、ω2 < 0の解を持つときには、ある基準モードが指数関数的に増大し
て不安定になる。

§ 7.7 強制振動と固有振動数

前に述べた周期的な外力の働く強制振動を、２個以上の粒子のある系
の場合に考えよう。これから外力の周期が系の固有振動数に近いとき共
鳴振動が起こることを示そう。簡単のために上で述べた２自由度のモデ
ルに周期的な外力を加えたものを考えよう。ラグランジャンは

L =
m

2 (ẋ1)
2 +

m

2 (ẋ2)
2 −

mω0
2

2 (x1
2 + x2

2) +mαx1x2 + f(t)x1 (7.85)

であたえられとしよう。ここで、外力は x1 だけにかかるとした。すでに
求めた基準振動 ξ(1)(t), ξ(2)(t)をもちいてラグランジャンを書き直そう。

x1 =
1√
2
[ξ(1)(t) + ξ(2)(t)] (7.86)

x2 =
1√
2
[ξ(1)(t) − ξ(2)(t)] (7.87)
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をラグランジャンに代入すると

L =
m

2 (ξ̇(1))2 +
m

2 (ξ̇(2))2 (7.88)

−
mω1

2

2 ξ(1)
2
−
mω2

2

2 ξ(2)
2
+

1√
2
(ξ(1) + ξ(2))f(t)

となる。したがって、運動方程式は

mξ̈(1) +mω1
2ξ(1) =

f(t)√
2

mξ̈(2) +mω2
2ξ(2) =

f(t)√
2

となる。 f(t)√
2 が２つの基準振動の外力として働いていることに注意し

よう。
さてここで、興味のある場合として、外力 f(t) が

√
2F cosΩt のよう

に振動している場合を考えよう。特に、Ωが系の固有振動数 ω1 あるい
はω2 に近いとしよう。ω1 に近いとすると、

ξ(1)(t) ≈ Ft · sinΩt
2mΩ (7.89)

のように共鳴を起こす。ξ(2) の方は、Ωは ω2 に近くないので、特に共
鳴は起こさない。もとの変数で書くと

x1 =
1√
2
Ft · sinΩt

2mΩ

x2 =
1√
2
Ft · sinΩt

2mΩ
となり、同じ位相で増幅する振動をする。これは外力が小さくても起き
る。俗に言う「義経の釣り鐘突き」である。逆に、Ωが系の固有振動数
ω2 に近いとすると、

x1 =
1√
2
Ft · sinΩt

2mΩ

x2 = −
1√
2
Ft · sinΩt

2mΩ
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となり、逆位相で増幅する振動をする。
このように、外力の振動数を固有振動数に合わして共鳴をおこして、特
別な固有振動を励起することができる。このことから、風の息、海の波、
地震波等に対して建造物が安定であるために、固有振動数を自然環境の
固有振動数と一致しないようにすることが必要であることが理解できる。

§ 7.8 強制振動の方程式の解き方

まず、線形常微分方程式の解き方の一般論を復習しよう。F(t) をあた
えられた時間の関数として、

d2x

dt2
+ω2x = F(t) (7.90)

の一般解を求めよう。(7.90)の右辺をゼロと置いた斉次の微分方程式：

d2x0

dt2
+ω2x0 = 0 (7.91)

の一般解 x0(t)は

x0(t) = A sinωt+ B cosωt (7.92)

と書ける。ここで、何らかの方法で、(7.90)の特解 xs(t)が分かっている
としよう。(7.90)の一般解は、斉次微分方程式の一般解 x0(t)ともとの微
分方程式の特解 xs(t)の和であらわされる。解であることは、代入するこ
とにより直接確かめることだできる。すなわち

d2x(t)

dt2
+ω2x(t)

=
d2x0(t)

dt2
+ω2x0(t) +

d2xs(t)

dt2
+ω2xs(t)

=
d2xs(t)

dt2
+ω2xs(t)

= F(t)
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一般解であることは、解が２個の任意定数 A,Bを含むことから保証され
る。強制振動の外力が周期的である時を特に考えよう。

mξ̈(1) +mω1
2ξ(1) = F cosΩt (7.93)

特解としては明らかに、ξ(1) = K cosΩtの形のものがある。定数を決め
るために、これを上の微分方程式に代入すれば、

(−mΩ2 +mω1
2)K = F (7.94)

だから、

K =
F

m(ω12 −Ω2)
(7.95)

と決まる。したがって、上の微分方程式の一般解は

ξ(1)(t) = A sinω1t+ B cosω1t+
F

m(ω12 −Ω2)
cosΩt (7.96)

となる。t = 0 で初期条件、ξ(1)(0) = ξ̇(1)(0) = 0 を置こう。直ちに、
A = 0, B = − F

m(ω12−Ω2)
を得る。結局

ξ(1)(t) =
F

m(ω12 −Ω2)
[cosΩt− cosω1t] (7.97)

同様に、

mξ̈(2) +mω2
2ξ(2) = F cosΩt (7.98)

の解は ξ(2)(0) = ξ̇(2)(0) = 0の初期値に対しては、

ξ(2)(t) =
F

m(ω22 −Ω2)
[cosΩt− cosω2t] (7.99)

となる。
ここで、外力の振動数Ωが、固有振動数のうちの一つ、例えば ω1 に
一致すると、

ξ(1)(t) ≈ Ft · sinω1t

2mω1

ξ(2)(t) =
F

m(ω22 −ω12)
[cosω1t− cosω2t].
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すなわち、外力の振動数Ωと一致した振動数を持つ基準モードは、振動
しながら増幅する。
この方法は、非斉次線形常微分方程式に一般的に適用できる。
一様重力加速度を gとして、鉛直方向、上向きに y軸を選ぶと、質点
の位置座標 yに対して、非斉次線形常微分方程式

d2y

dt2
= −g (7.100)

が成り立つ。
この特解が

y∗ = −
gt2

2 (7.101)

であることはすぐ見て取れる。(7.100)の右辺をゼロと置いた斉次線形常
微分方程式の一般解 y0 は、y0, vを任意定数として、

y0 = y0 + vt (7.102)

である。(7.100)の一般解は、特解 y∗ と外力 gをゼロにした時の一般解
y0 の和

y = y0 + vt−
gt2

2 (7.103)

である。これが一般解であることは、任意定数 y0, v が２個含まれてい
ることからわかる。
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第 8章

対称性と保存則
Symmetry and Conservation Law

保存則は物理学において重要な役割をしている。代表的な保存量はエ
ネルギー、運動量、角運動量であり、それぞれ系が時間的に変化しない場
合、空間的に一様である場合、空間的に等方である場合に保存する。解
析力学において、これらの対称性は、時間並進、空間並進、空間回転に対
して作用が不変であることとして、明示的にあらわされる。このことを、
これから個別に見ていき、次に一般的この不変性すなわち対称性があれ
ば保存則があるという関係をネーターの定理 (Noether’s Theorem)とし
て統一的に見よう。*1

§ 8.1 エネルギー保存則 (Energy Conservation Law)

系が時間並進に対して不変であるということを解析力学の言葉で言う
と、ラグランジャンが時間 t をあらわにに含まないと言い換えられる。
すなわち

L = L(q, q̇, tなし ) (8.1)

*1 逆に、保存則があれば対称性があるかと問えば、必ずしもそうではなく反例を挙げる
ことができる。たとえば、２本の閉じた糸の絡み合いの数は、糸の運動によって変わ
らないが背後に対称性があるわけではない。この種のものを総称して位相幾何学的
な保存量と呼ぶ。
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つぎにエネルギー Eを

E =
∑
i

∂L

∂q̇i
q̇i − L (8.2)

と定義しよう。この Eが保存する、すなわち時間によらないことを直接
計算で示そう。

dE

dt
=

∑
i

d

dt

(
∂L

∂q̇i

)
q̇i +

∂L

∂q̇i
q̈i −

(
∂L

∂q̇i
q̈i +

∂L

∂qi
q̇i

)
−
∂L

∂t
(8.3)

=
∑
i

[
d

dt

(
∂L

∂q̇i

)
−
∂L

∂qi

]
q̇i −

∂L

∂t
(8.4)

= −
∂L

∂t
= 0. (8.5)

ここで、一行目に

dL

dt
=
∂L

∂t
+
∑
i

∂L

∂qi
q̇i +

∑
i

∂L

∂q̇i
q̈i (8.6)

２行目に運動方程式を用いた。３行目でラグランジャンが時間をあらわ
に含まないという、時間並進対称性を用いた。
すなわち、ラグランジャンが時間にあらわによらない場合にはエネル

ギーは保存する。
質点系の場合

L =

N∑
i

1
2miṙ

2
i − V(r1, . . . , rN) (8.7)
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に、エネルギーは

E =
∑
i

∂L

∂ṙi
· ṙi − L

=
∑
i

miṙi · ṙi −

(
N∑
i

1
2miṙ

2
i − V

)

=

N∑
i

1
2miṙ

2
i + V(r1, . . . , rN)

= T + V

と、運動エネルギー T とポテンシャルエネルギー V の和であらわされる。
逆に、ラグランジャンが時間にあらわによるときにはエネルギーは保
存しなく、エネルギーの変化率は

dE

dt
= −

∂L

∂t
. (8.8)

と与えられる。
保存しない典型的な例である摩擦のある系を考えてみよう。

L = e
γt
m

[m
2 ẋ

2 − V(x)
]

(8.9)

に対して、オイラー・ラグランジュ方程式を立てれば、

mẍ+ γẋ+
∂V

x
= 0. (8.10)

第２項は速度に比例する摩擦力をあらわす。この場合、エネルギーの変
化率は

dE

dt
= −

∂L

∂t
= −

γ

m
L. (8.11)

となる。
ここで摩擦のある系のラグランジャンを書くことの意味について考察
してみよう。ラグランジャンを基本的な力学を記述しているものと考え
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るときももちろんあるが、複雑な系において注目している力学的自由度だ
けを取り出して、他の自由度を平均化あるいは単に捨象することを行っ
た結果であるところの実効的なものと考える場合もある。摩擦のある系
にたいしては、考えている質点に衝突する空気分子や物体と床の接触す
るところの分子のの力学的自由度からの寄与が平均化されたものとして
時間にあらわによる依存性が出てきていると考えるのである。この問題
は統計力学の一大問題であって、まだ完全な解決が得られているわけで
はない。

例題 8.1.1

つぎのラグランジャンが摩擦力に関するクーロンの法則（運動と
反対の方向に質量に比例する摩擦力）をあたえることを示せ。

L =
m

2 ṙ2 +mµg|ṙ|t (8.12)

［ヒント］
運動方程式から、加速度 r̈ が ṙ と同じ方向であることに注意
すると、運動の方向は変わらないことがわかる。したがって、
d
dt

(
ṙ
|ṙ|

)
= 0。オイラー・ラグランジュ方程式は

mr̈+mgµ
d

dt

(
ṙ

|ṙ|
t

)

=mr̈+mgµ
ṙ

|ṙ|
+mgtµ

d

dt

(
ṙ

|ṙ|

)
=mr̈+mgµ

ṙ

|ṙ|

=0.

運動の方向 ṙ
|ṙ|
が変わらないから、最後の項がゼロになる。
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第 9章

運動量保存則
Momentum Conservation

空間が一様 (homogeneous)であるということを数学的に表現しよう。
ri, (i = 1, 2, . . . ,N) を i 番目の粒子の位置をあらわすデカルト座標とし
て、すべての粒子に一様な（時間によらない）微小なずらし：

ri → ri + ϵ (δr = ϵ) (9.1)

を考えよう。ラグランジャンが上記の一様かつ時間的に一定なずらしに
対して不変なとき、

δL =
∑
i

∂L

∂ri
· δri = ϵ ·

∑
i

∂L

∂ri
= 0. (9.2)

ここで、ϵは微小ではあるが任意なので、∑
i

∂L

∂ri
= 0 (9.3)

が導かれる。
ここで、全運動量 Pを

P =
∑
i

∂L

∂ṙi
(9.4)

と定義しよう。pの時間変化は運動方程式を用いると、

dP

dt
=

∑
i

d

dt

(
∂L

∂ṙi

)
=

∑
i

∂L

∂ri
= 0. (9.5)
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図 9.1 すべての粒子に一様な時間によらない微小なずらしを考える

となる。最後のステップに一様性 δL = 0を用いた。この一様性が成り立
つ場合をもっと詳しく見よう。質点系の場合

L =

N∑
i

1
2miṙ

2
i − V(r1, . . . , rN) (9.6)

に、運動エネルギーの項は明らかに一様一定なずらしに対して不変であ
る。ポテンシャルエネルギーの項は

V = V(r1 − r2, r2 − r3, . . .) (9.7)

のように相対座標のみに依存するときに限って一様なずらしに対して不
変である。このとき全運動量 pは

p =
∑
i

∂L

∂ṙi
=

∑
i

miṙi (9.8)

このことを別の見方をすると、作用・反作用の法則とみなせる。簡単
のため２体系を例に取ろう。ポテンシャルは、V = V(r1 − r2)と２質点
の相対座標のみの関数である。運動方程式は、

m1
d2r1

dt2
= −

∂V(r1 − r2)

∂r1

m2
d2r2

dt2
= −

∂V(r1 − r2)

∂r2
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となる。
辺ぺん和を取ると、左辺の力は大きさが同じで符号が反対なのでは相
殺するから全運動量の保存則：

d

dt
(m1r1 +m2r2) = 0 (9.9)

を得る。
運動量保存則と空間の一様性の関係を述べてきたが、これを部分的に
適用することも可能である。系すなわちラグランジャンがある方向の一
様・一定のずらしに対して不変な場合にはその方向の運動量は保存する。
例をあげよう。質点の力学において、ポテンシャルが、座標 xと yには
よるけれども、zによらない場合：

V = V(x,y) (9.10)

z 方向に平行移動してもあきらかに系は変わらない。以前のずらしに対
する不変性の議論を z方向のずらしに限定すれば、z方向の運動量の保存
則を導くことが出来る。
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第 10章

角運動量保存則
Angular Momentum Conservation

系が等方的 (isotropic)であるとは、系すなわちラグランジャンが特定
の方向性を持たなく、回転に対して不変であることである。
位置ベクトル rを、単位ベクトル kの方向を向いている回転軸のまわ
りに微小な角度 δϕ だけ回転することを考えよう。便宜のために微小回
転ベクトル δϕを導入しよう。δϕの大きさは δϕにして、方向を回転軸
kに一致させるのである。すなわち、

δϕ = δϕk. (10.1)

図 10.1 角運動量保存則

図 10.1を見ながら考えよう。
微小変移 δrの大きさ |δr|は

|δr| = rδϕ · sin θ (10.2)

であり、その方向は、δϕ× rに向いている。したがって、微小回転 δϕ
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による微小変移 δrは

δr = δϕ× r (10.3)

とあらわされる。さらにこれを時間で微分して

δṙ = δϕ× ṙ (10.4)

を以下の議論の準備としよう。
微小回転に対して、ラグランジャンは不変だから、

0 = δL

=
∑
i

(
∂L

∂ri
δri +

∂L

∂ṙi
δṙi

)

=
∑
i

[
d

dt

(
∂L

∂ṙi

)
δri +

∂L

∂ṙi
δṙi

]

=
d

dt

(∑
i

pi · δri

)

=
d

dt

(∑
i

pi · δϕ× ri

)

= δϕ
d

dt

(∑
i

ri × pi

)
ここで、i 番目の粒子の運動量 pi = ∂L

∂ṙi
の定義とベクター解析の公式

a · (b× c) = b · (c× a)を用いた。
δϕは任意だから、

d

dt

(∑
i

ri × pi

)
= 0. (10.5)

したがって、角運動量 Lを

L =
∑
i

ri × pi (10.6)
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図 10.2 円循環

と定義すれば Lは保存する。
回転対称性のある系の例として、ポテンシャルが中心からの距離のみ
の関数であるような中心力系をあげることができる。中心力系の例とし
ては太陽系と水素原子をあげることができる。（太陽は他の惑星に対して
十分重いし、陽子も電子に比べて重いのでともに中心に静止していると
考えてよい。）
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第 11章

不変変分論
Invariance Principle

前の節をまとめると、作用の持つ時空的な対称性から、エネルギー、運
動量、角運動量の保存則が導かれることがわかる。表にすれば、以下の
ようになる。*1

対称性 保存則
（１） 時間並進 エネルギー
（２） 空間並進 運動量
（３） 空間回転 角運動量

これらを一般化して、系の持つ連続的な対称性が保存則を意味するこ
とが予想される。

ネータの定理

作用

S =

∫t2
t1

L(q1, . . . ,qs; q̇1, . . . , q̇s; t) (11.1)

が、点変換 (point transformation)と呼ばれる微小変換：qi →

*1 部分的な保存則もあり得る。例えば、x方向にのみ並進対称性のある時には、Px だ
け保存する。z-軸のまわりに軸対称であればMz が保存する。
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qi + δqi

δqi =

K∑
a=1

fiaϵa (11.2)

に対して不変なとき、ネータ荷電：

Qa =
∑
i

∂L

∂q̇i
fia (11.3)

は保存する。

ここに、ϵa,a = 1, . . . ,K は K 個の微小パラメタである。前の節の
δϕ, ϵ は ϵa の例になっている。fia は一般には q の関数である。前の
節の空間並進（qi → qi + ϵi）の例では、fia = δia である。空間回転
（r → r + δϕ × r）の例では、fia =

∑3
k=1 ϵiakxk。ϵiak は完全反対称

テンソルと呼ばれるものである。具体的には、ϵ123とその偶置換 = 1 で
あり、ϵ123の奇置換 = −1である。
時間並進とエネルギーの関係の方は、時間 t も力学変数とする必要が

あるので、すこし込み入っている。

例題 11.0.1

時間 tも力学変数と見なして、ラグランジャンが時間 tにあらわ
によらない場合、時間の並進 t→ t + ϵに対する不変性とみなそ
う。時間 tも力学変数と見なして、ネータの定理を適用せよ。

［ヒント］

S =

∫t2
t1

dtL

(
q, dq
dt

)
=

∫τ2

τ1

dτ
dt

dτ
L

(
q, dq
dτ

/
dt

dτ

)
(11.4)
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と書き換えて、L ′ を L ′(q, t, dq
dτ

, dt
dτ

) = dt
dτ
L(q, dq

dτ
/ dt
dτ

)と見なそ
う。τを新たな時間と考えて、

S =

∫τ2

τ1

dτL ′
(
q, t, dq

dτ
, dt
dτ

)
(11.5)

に対して、ネータの定理を適用しよう。
ネータ荷電は

Q =
∂L ′

∂ dt
dτ

= L+
dt

dτ

∂L

∂ dt
dτ

= L−
dq

dt

∂L

∂dq
dt

= −E (11.6)

とあたえられ、前の節のエネルギーと（本質的でない）符号を除
いて一致する。ここで、

dt

dτ

∂L

∂ dt
dτ

=
dt

dτ

∂
(

dq
dτ

/
dt
dτ

)
∂ dt
dτ

∂L

∂dq
dt

=
dt

dτ

(
−

1(
dt
dτ

)2 ∂q∂τ
)
∂L

∂dq
dt

= −
dτ

dt

∂q

∂τ

∂L

∂dq
dt

= −
dq

dt

∂L

∂dq
dt

の式変形を行った。

【注意 1】
ネータの定理の逆は必ずしも成り立たない。ずなわち、保存則がある
からと言って、対称性があるとは限らない。例えば、一次元空間上の場
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ϕ(x, t)に対して、無限遠での境界条件：

ϕ(x, t) =
{
1/2 (x→ ∞)

−1/2 (x→ −∞).
(11.7)

があるとき、

Q =

∫+∞
−∞ ∂xϕ(x, t)dx (11.8)

は保存する。このように、境界条件に原因する保存量を、トポロジカル
な保存量という。

【注意 2】
ラグランジャンがある変数 ϕ によらない場合にその変数 ϕ を循環変数
(cyclic variables)と呼ぶ。この簡単な場合にネータの定理を応用するま
でもなく、オイラー・ラグランジュ方程式から、

Q =
∂L

∂ϕ̇
(11.9)

が保存することが分かる。デカルト座標で書き表した時にそれが循環変
数ならば運動量、極座標で表したときにそれが循環変数ならば角運動量
が保存する。

さて、ここで定理の証明をあたえよう。

【定理の証明】
対称変換 δqi を行っても、作用は変化しないということを式に書いてみ
ると

0 = δS =

∫t2
t1

dt
∑
i

(
∂L

∂qi
δqi +

∂L

∂q̇i
δq̇i

)
(11.10)

第２項を部分積分すると

δS =

∫t2
t1

dt
∑
i

(
∂L

∂qi
−
d

dt

∂L

∂q̇i

)
δqi +

[∑
i

∂L

∂q̇i
δqi

]t2
t1

(11.11)
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となる。右辺の第１項は運動方程式によりゼロになる。第２項に

δqi =

K∑
a=1

fiaϵa (11.12)

を代入すれば [
N∑

a=1
ϵa

(∑
i

∂L

∂q̇i
fia

)]t2
t1

(11.13)

ここで、初めの時刻 t1 と終わりの時刻 t2 は任意だったから、上の式は

N∑
a=1

ϵa

(∑
i

∂L

∂q̇i
fia

)
(11.14)

が時間に依らないことを意味する。さらに、微小変換のパラメタ ϵa も任
意だったので

Qa =
∑
i

∂L

∂q̇i
fia (a = 1, . . . ,N) (11.15)

が時間によらず保存することが示された。（証明終わり）

証明における式変形がオイラー・ラグランジュ方程式を導いたときと
似通っているので混乱するかもしれない。今の場合の qi(t) は運動方程
式を充たす粒子の位置座標であり、オイラー・ラグランジュ方程式を導
く際の qi(t)はそうとは限らないより一般のものであった。さらに、以前
の場合では、qi(t) の変分 δqi(t) は上端と下端でゼロであったが、今の
場合の δqi(t)は同じ記号で書いてはいるが対称変換による変化分であっ
て意味が異なり、上端と下端でゼロとは限らない。
ネータの定理を少しだけ拡張しよう。厳密には系が対称性を持つとき
に、ラグランジャンは必ずしも不変でなくてもよくて、微小変換に対し
て完全微分量だけ変化してもよい。作用の変化が時間の両端における値
の差にのみよる量のときには、運動方程式が変わらないからである。微
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小変換：δqi =
∑K

a=1 fiaϵa に対して、作用 Sが δS =
[∑K

a=1 Caϵa

]t2
t1

だけ変化するとすれば、上の議論をくり返して[
K∑

a=1
Caϵa

]t2
t1

= δS

=

∫t2
t1

dt
∑
i

(
∂L

∂qi
−
d

dt

∂L

∂q̇i

)
δqi +

[∑
i

∂L

∂q̇i
δqi

]t2
t1

を得る。
したがって、一般の場合

Qa =
∑
i

∂L

∂q̇i
fia − Ca (a = 1, . . . ,N) (11.16)

が保存量である。

【注意 3】
ネータの定理は、自然の中にある相互作用の研究についての解析力学的
なアプローチにとって重要な意味をあたえる。実験事実として保存則の
方が先に見つかることが多いし、現象論的に得たいろいろな作用をある
原理で統一的にまとめあげるときに対称性はもっとも重要な鍵になる。
あたえられた作用の対称性を探して、保存則を導くということをひっく
りかえして、むしろ対称性をより高い原理に基づいて課して、それを充
たす作用は何かという形で問題を立て直すのである。

【注意 4】
ネータの定理は対称性があれば保存則があることを教えるが、それが新
しい保存量をあたえるとは限らない。対称変換は時間をあらわに含む場
合には、すでに知られているものと運動方程式からの帰結の帰着する。
例で説明しよう。
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相対論的な粒子の作用：

−mc

∫√
(cdt)2 − (dr)2 = −mc

∫
dτ

√(
cdt

dτ

)2
−

(
dr

dτ

)2

=

∫
dτL

(
t, r, dt

dτ
, dr
dτ

)
(11.17)

はローレンツ変換に対して不変である。ただし、ここでは、時間座標 tと
空間座標 x,y, zを対等に扱う目的で、パラメタ τを導入した。
特に微小なローレンツ変換：

δt = −
v

c2
x

δx = −vt

δy = 0

δz = 0

を考えれば、ネータ荷電は

Q =
∂L

∂ dt
dτ

δt+
∂L

∂dx
dτ

δx

=
v

c

x mc2 dt
dτ√(

cdt
dτ

)2
−
(
dr
dτ

)2 − t
mcdx

dτ√(
cdt
dτ

)2
−
(
dr
dτ

)2


=
v

c
(Ex− pxt)

とエネルギー Eと運動量 px で書け、（x方向の）ブーストと呼ばれる。
ブーストの保存則の内容はエネルギーと運動量の保存則と独立ではな
い。実際

dQ

dt
= E

dx

dt
− px = 0 (11.18)

最後の等式では Eと px の定義を使った。
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この節の最後に、高階微分を含むラグランジャンに対するネータの定
理を述べよう。

δ1S =

∫ t2

t1

[
∂L

∂q
δq+

(
∂L

∂dq

dt

)
δ
dq

dt
+ · · ·+

(
∂L

∂dnq

dtn

)
δ
dnq

dtn

]
∫ t2

t1

[(
∂L

∂q

)
δq−

d

dt

(
∂L

∂dq

dt

)
δq+ · · ·+ (−1)n d

n

dtn

(
∂L

∂dnq

dtn

)
δq

]

+

[
∂L

∂dq

dt

−
d

dt

(
∂L

∂d2q
dt2

)
· · ·+ (−1)n−1 d

n−1

dtn−1

(
∂L

∂dnq

dtn

)]
δq

+

[{
∂L

∂d2q
dt2

−
d

dt

(
∂L

∂d3q
dt3

)
· · ·+ (−1)n−2 d

n−2

dtn−2

(
∂L

∂dnq

dtn

)}
δ
dq

dt
+ · · ·

]

=

[
∂L

∂dq

dt

−
d

dt

(
∂L

∂d2q
dt2

)
· · ·+ (−1)n−1 d

n−1

dtn−1

(
∂L

∂dnq

dtn

)]
δq

+

[
∂L

∂d2q
dt2

−
d

dt

(
∂L

∂d3q
dt3

)
· · ·+ (−1)n−2 d

n−2

dtn−2

(
∂L

∂dnq

dtn

)]
δ
dq

dt
+ · · ·

ここで、オイラー・ラグランジュ方程式

∂L

∂q
−
d

dt

(
∂L

∂dq
dt

)
+ · · ·+ (−1)n d

n

dtn

(
∂L

∂dnq
dtn

)
= 0 (11.19)

を用いた。
したがって、保存量は括弧のなかの量で

Q =

[
∂L

∂dq
dt

−
d

dt

(
∂L

∂d2q
dt2

)
· · ·+ (−1)n−1 d

n−1

dtn−1

(
∂L

∂dnq
dtn

)]
δq

+

[
∂L

∂d2q
dt2

−
d

dt

(
∂L

∂d3q
dt3

)
· · ·+ (−1)n−2 d

n−2

dtn−2

(
∂L

∂dnq
dtn

)]
dδq

dt
+ · · ·

n = 2の場合を書けば、

Q =
∂L

∂dq
dt

δq−
d

dt

(
∂L

∂d2q
dt2

)
dδq

dt
(11.20)
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となる。
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第 12章

ゲージ不変性
Gauge Invariance

電磁場中の荷電粒子の運動を記述するラグランジャンを思い出そう。

L(r, ṙ) = mṙ2

2 − e(ϕ− ṙ ·A). (12.1)

電場と磁場は物理的にその値が観測できる量であるが、スカラーポテ
ンシャルとベクターポテンシャルはそうではない。実際、スカラーポテ
ンシャル ϕとベクターポテンシャル Aを

ϕ→ ϕ−
∂λ

∂t
(12.2)

Ai → Ai +
∂λ

∂xi
(i = x,y, z) (12.3)

とゲージ変換 (gauge transformation)したときに電場と磁場：

E = −
∂ϕ

∂r
−
∂A

∂t
(12.4)

B = rotA. (12.5)

は変わらない。われわれのラグランジャン (12.1)は電場と磁場ではなく
て、スカラーポテンシャルとベクターポテンシャルに陽に依存している
ので、ゲージ変換にたいしてどのように変化するか興味がある。ラグラ
ンジャン (12.1)はゲージ変換 (12.3)にたいしては

L→L+ e
(
∂λ

∂t
+ ṙ · ∇λ

)
(12.6)

=L+ e
dλ

dt
(12.7)
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から、時間についての完全微分だけ変化する。作用積分全体は

S =

∫t2
t1

dtL→
∫t2
t1

dtL+ [eλ]t2t1 (12.8)

となり、変化分は時間の両端 t2, t1 における粒子の位置座標にのみ依るの
で、変分原理を適用する際には効かない。*1ローレンツ力の式というゲー
ジ不変な方程式を得たのは、作用がゲージ変換に対して積分の上下端に
のみよる変化しかしないためであった。
逆に作用 (12.1)はゲージ変換 (12.3)に対して、上の意味で不変である

ことを要請して定められたとも言える。

例題 12.0.1

電磁場中の荷電粒子の運動を記述するラグランジャン：

L(r, ṙ) = mṙ2

2 − e(ϕ− ṙ ·A). (12.9)

において、スカラーポテンシャルとベクトルポテンシャルが時間
に依らないときに保存するエネルギーを求めよ。

［ヒント］
一般論を適用して

E = ṙ · ∂L
∂ṙ

− L

= ṙ · (mṙ+ eA) −

[
mṙ2

2 − e(ϕ− ṙ ·A)

]

=
mṙ2

2 + eϕ (12.10)

となる。ベクトルポテンシャルが姿をあらわしていないことに注

*1 このような時間の両端だけの量は古典力学においては後に述べる正準変換の母関数
としてある役割をするが物理的な効果を持たない。ただし量子力学では重要な意味
をもつ時がある。
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意しよう。E が保存することを直接時間微分を取ることにより、
確かめてみよう。そうすると、磁場のローレンツ力が粒子の変位
に垂直であるために、磁場は粒子に対にして仕事をしないことに
も見て取れる。

図 12.1 電磁場中の荷電粒子の運動
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第 13章

力学的相似
Dynamical Similarity

ネータの定理で仮定している対称性は、対称変換に対する作用の不変
性であって、運動方程式の不変性ではない。一般に運動方程式を不変に
する変換は、必ずしも作用自体を不変にしない。例として、万有引力の
働く、質点の運動を記述するニュートンの方程式を考えてみよう。

d2r

dt2
= −

GM

r2
r̂ (#) (13.1)

ただし、Mは中心天体の質量、Gは万有引力定数、r̂は r方向の単位ベ
クトルである。この運動方程式は、スケール変換：

t→ λ3t

r → λ2r, λ > 0,

に対して不変である。*1一方、上の運動方程式をあたえる作用：

S =

∫
dt

[
m
(
dr
dt

)2
2 +

GmM

r

]
(13.2)

は上のスケール変換に対して λ倍、S→ λSになる。
一般に、ある作用を定数倍しても、得られる運動方程式は同じである。
ある変換をして、作用がたかだか定数倍になるようなときに、その変換
を力学的相似 (dynamic similarity)と呼ぶ。力学的相似はある解を、そ

*1 実は、これこそが惑星の軌道に関するケプラーの第３法則：周期の 2乗と平均距離の
3乗の比が一定、の本質的な理由になっている。
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図 13.1 万有引力の働く質点の運動

れとは初期条件の異なる別の解に写像する。以前、取りあげたケプラー
の第３法則は異なる軌道を比較しているのでまさにその例になっている。
r(t) を (#) 式の一つの解であるとしよう。そのとき、上の議論から λ を
パラメータとして

rλ(t) = λ
2r(λ−3t) (13.3)

も解であることがわかる。λ の違いは、初期条件の違いであると見なせ
る。惑星の楕円軌道の場合に例を図示しよう。例えば、近日点までの距
離 a、速度 vを初期条件とすると、A = λ2a、V = λ−1vが別の解の初期
条件である。

例題 13.0.1

調和振動子の系について、力学相似を見いだせ。

［ヒント］
調和振動子に対する運動方程式:

m
d2q

dt2
+mω2q = 0 (13.4)

は、変換:q → λq, λ : ゼロでない実数 に対して不変であるが作

用：S =
∫
dt

[
m(dq

dt )
2

2 + mω2q2

2

]
はこの変換に対して、定数倍、

S → λ2S になる。この力学相似は、「振り子の周期は振幅によら
ない」という振り子の等時性としてよく知られている。
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万有引力と調和振動子の場合に共通なことは、ポテンシャルが座
標の同次式であることである。すると、一般に、ポテンシャルが

V(r1, r2, . . . , rN) (13.5)

がデカルト座標 r1, r2, . . . , rN の同次関数、すなわち

V(λr1, λr2, . . . , λrN) = λkV(r1, r2, . . . , rN) (13.6)

の時に、作用：

S =

N∑
a=1

maṙ
2
a

2 − V(r1, r2, . . . , rN) (13.7)

は、スケール変換:

t→ λ
2−k
2 t (13.8)

ra → λra, λ > 0, (13.9)

に対して

S→ λkS (13.10)

と定数倍になる。したがって、ra(t)が解ならば、λra(λ
2−k
2 t)も

解である。言い換えると、解の１パラメータ族が得られたことに
なる。すなわち、軌道を λだけ相似拡大したものも解であり、た
だし時間の方は、

t ′ = λ
2−k
2 t (13.11)

あるいは

t ′

t
=

(
r ′

r

) 2−k
2

(13.12)

のように進みが変わる。万有引力の場合は k = −1で調和振動子
の場合は k = 1であることに注意しよう。
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力学相似は、ある力学系を小さいサイズの模型で実験するときなどに
有用でもある。
系が空間のある限られた領域に限定されていて、しかもポテンシャル

が座標の同次式のときには、運動エネルギーとポテンシャルエネルギー
の時間平均について、ビリアル定理 (Virial theorem)と呼ばれる定理が
成り立つ。

ビリアル定理

⟨f⟩ を力学量 f の長時間平均：⟨f⟩ = limτ→∞ 1
τ

∫τ
0 f(t)dt とすれ

ば、運動エネルギー T とポテンシャルエネルギー V の時間平均
の間に

2⟨T⟩ = k⟨V⟩ (13.13)

の関係がある。

【定理の証明】
まず、

2⟨T⟩ = ⟨ṙ · p⟩

= lim
τ→∞ 1

τ

∫τ
0
ṙ · pdt

= − lim
τ→∞ 1

τ

∫τ
0
r · ṗdt+ lim

τ→∞ 1
τ
[r · p]τ0 (13.14)

と部分積分により変形できるが、第２項は運動が空間のある限られた領
域に限定されているという仮定のもとではゼロになる。第１項を運動方
程式を用いて変形すれば、V が k次の同時式であることにより

lim
τ→∞ 1

τ

∫τ
0
r · ∂V
∂r
dt = k⟨V⟩ (13.15)

を得る。簡単のために１変数の場合に証明したが、多変数の場合も全く
同様である。
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このようなビリアル定理は、球状星団や銀河のような重力多体系に対
しては、k = −1として成り立つと考えられている。また、統計力学など
にも登場する。

図 13.2 ビリアル定理のイメージ
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第 14章

運動方程式の解き方

§ 14.1 １次元の運動

エネルギー保存則を用いて１次元の運動の運動方程式を解こう。ポテ
ンシャルを V(x)としてエネルギー保存則を書けば

E =
m
(
dx
dt

)2
2 + V(x) (14.1)

となる。これを dx
dt
について解けば

dx

dt
= ±

√
2(E− V(x))

m
(14.2)

となる。これを積分して

t = ±
∫t
dx

√
m

2(E− V(x))
(14.3)

を得る。これを xについて解けば、座標 xが時間の関数 x(t)として得ら
れる。

V(x) = E (14.4)

の解を x1, x2 としよう。それらの点では dx
dt

= 0 すなわち運動はいった
ん停止し反転するので、転回点 (turning point)と呼ばれる。
周期は

T = 2
∫x2

x1

dx

√
m

2(E− V(x))
(14.5)

となる。
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図 14.1 1次元の運動

§ 14.2 中心力場中の運動

すでに述べたように、中心力の場合には、角運動量が保存する。この
場合はエネルギー保存則と角運動量保存則を用いて、運動方程式を解く
ことができる。

E =
m

2

(
dr

dt

)2
+

L2

2mr2 + V(r) (14.6)

L = mr2
dϕ

dt
(14.7)

ここで、ポテンシャル V(r) に遠心力の効果 L2

2mr2
を加えた有効ポテン

シャル

Veff(r) =
L2

2mr2 + V(r) (14.8)

を定義すれば、エネルギー保存則と角運動量保存則は

E =
m

2

(
dr

dt

)2
+ Veff(r) (14.9)

L = mr2
dϕ

dt
(14.10)
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となり、動径座標に対する一次元問題に帰着する。
Veff(r)の形から、運動を定性的に論じよう。原点近くでは、遠心力が
効いて遠方では中心力が効く典型的な場合を図 14.2に描く。
E < 0では運動は引力源に束縛されていて、動径座標は図の r = r1 と

r = r2 の間に挟まれる。E > 0では、粒子は遠方からやってきて r = r1

で転回して、いずれ引力源から脱出して無限遠方に去っていく。

図 14.2 中心力場中の運動

§ 14.3 惑星の運動

エネルギー保存則と角運動量保存則を用いて、運動方程式の解きかた
の例を惑星の力学の場合に示そう。

E =
m

2

(
dr

dt

)2
+

L2

2mr2 −
GMm

r
(14.11)

=
m

2

(
dr

dt

)2
+ Veff(r) (14.12)
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L = mr2
dϕ

dt
(14.13)

球対称性のために粒子の運動が動径方向１次元の力学に帰着されてい
る。有効ポテンシャル Veff(r) =

L2

2mr2
− GMm

r
はそのポテンシャルの役

割をしている。粒子のエネルギー Eが、正 (E > 0)、ゼロ (E = 0)あるい
は負 (E < 0) の場合に粒子の運動を図示すると、定性的に理解するのに
役立つ。その極小点 r = r∗ は

V ′
eff(r

∗) = −
L2

mr∗3
+
GMm

r∗2
= 0

から得られる。角運動量 Lを用いると

r∗ =
L2

GMm2 (14.14)

と表せる。極小値は

Veff(r
∗) = −

G2M2m3

2L2 (14.15)

であるので、エネルギー Eは

E > −
G2M2m3

2L2 (14.16)

である。
式 (14.11)と (14.13)を

dr

dt
=

√
2
m

(
E−

L2

2mr2 +
GMm

r

)
dϕ

dt
=

L

mr2

と書き直そう。辺ぺん割って

dr

dϕ
=

√
2
m

(
E− L2

2mr2
+ GMm

r

)
L

mr2

(14.17)
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図 14.3 粒子の運動を動径方向 1次元の力学に帰着

あるいは、u = 1
r
と置くと

−
du

dϕ
=

√
2m
L

√
E−

L2u2

2m +GMmu

=

√
2m
L

√
E−

L2

2m

(
u−

GMm2

L2

)2
+
G2M2m3

2L2

=

√
2m
L

√
E ′ −

L2

2m

(
u−

GMm2

L2

)2

となり、解析的に積分できる形になる。
ただし、

E ′ = E+
G2M2m3

2L2 (14.18)

である。ここで、E ′ > 0をすなわち E > −G2M2m3

2L2 と仮定して、

u =

√
2mE ′

L
cosϕ+

GM2m2

L2
(14.19)
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l =
L2

GMm2

e =
L

√
2E′

m

GMm

と置くと、軌道の式は

r =
l

1+ e · cosϕ (14.20)

とあたえられる。このことはケプラーの第２法則とも呼ばれる。e は離
心率 (eccentricity)と呼ばれる。書き直すと

e =

√
1+ 2EL2

G2M2m3 (14.21)

となる。このことから、

e < 1 ⇔ E < 0 ⇔ 楕円軌道

e = 1 ⇔ E = 0 ⇔ 放物線軌道

e > 1 ⇔ E > 0 ⇔ 双曲線軌道

がわかる。有効ポテンシャルの図と比較すると、E < 0 の場合に確かに
軌道が有限で運動が無限遠方に発散することはなく、e < 1 で動径座標
r が有限であることに対応している。一方、E > 0 の場合には有効ポテ
ンシャルの図から分かるように運動が無限遠方に発散するが、このこと
は e > 1の場合、ある角度で動径座標 rが発散することと対応している。
e = 1の場合はその中間で、運動は辛うじて遠方に発散する。
e < 1の場合に、軌道が楕円軌道であることをもう少し詳しく見よう。
太陽にもっとも接近するのは、上の表式では、角度が ϕ = 0のとき（近
日点）で、距離は l

1+e
逆にもっとも遠いとき（遠日点）は ϕ = πで距離

は l
1−e
である。長半径はその平均で、

A =
l

1− e2 (14.22)
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図 14.4 惑星の軌道

となる。短半径を作図によって計算しよう。図から分かるように楕円の
中心と太陽の間の距離は C = A − l

1+e
= le

1−e2。楕円の中心からもっと
も近い点までの距離は、楕円の性質から A = l

1−e2。したがって、短半径
Bはピタゴラスの定理から

B =
√
A2 − C2 =

l√
1− e2

(14.23)

とあたえられる。
軌道の要素である長半径 Aと離心率 eは、保存量であるエネルギー E

と角運動量 Lで書き表せる事に留意しよう。特に長半径は

A =
l

1− e2 =
GMm

2|E| (14.24)

となり、エネルギーだけで決まり、角運動量にはよらない。
次に周期を計算しよう。

dr

dt
=

√√√√ 2(
E− L2

2mr2
+ GMm

r

) (14.25)
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から周期 T は

T = 2
∫r2
r1

dr√
2
m

(
E− L2

2mr2
+ GMm

r

) (14.26)

とあたえられる。ただし、r1, r2 は E − L2

2mr2
+ GMm

r
= 0の２根である

(r1 = l
1+e
、r2 = l

1−e
) 。r = l

1+e·cosϕ を代入して積分変数を、rから ϕ

に変換すると、少しの計算の後で

T =
L3

G2M2m3

∫ 2π
0

dϕ

(1+ e · cosϕ)2 (14.27)

積分を実行すると、∫ 2π
0

dϕ

(1+ e · cosϕ)2 =
2π

(1− e2)3/2
(14.28)

だから

T =
2π

(1− e2)3/2
L3

G2M2m3 (14.29)

ここで、L = m
√
GMlであることと、楕円軌道の長半径 Aが

A =
l

1− e2 (14.30)

とあたえられることを考慮すると、

T =
2π

(GM)1/2
A3/2 (14.31)

が得られる。すなわち、周期の２乗と長半径の３乗の比が一定、

T 2

A3 =
(2π)2
GM

(14.32)

というケプラーの第３法則が得られた。
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実は、ケプラーの第２法則すなわち面積速度一定を用いると、周期は
もっと簡単に求められる。長半径と短半径が A = l

1−e2 , B = l
(1−e2)1/2 な

ので楕円軌道の面積は

S = πAB =
πl2

(1− e2)3/2
(14.33)

とあたえられる。
一方、面積速度は

h =
r2

2 ϕ̇ =
(lGM)1/2

2 (14.34)

周期は

T =
S

h
=

2πl3/2

(1− e2)3/2(GM)1/2
=

2π
(GM)1/2

A3/2 (14.35)

となり前の結果を再現する。
ケプラーの第３法則を前に述べた力学相似におけるスケール変換の観
点から見てみよう。スケール変換にたいして、

t→ λ3t

r → λ2r, λ > 0,

に対してはエネルギー Eと角運動量 Lは

L→ (λ2)2λ−3L = λL

E→ [(λ2)2λ−3]2E = (λ)−2E,

と変換するので軌道パラメタは

l =
L2

GM2m2 →λ2l

e =
L
√
2mE

GM2m2 →e 不変
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となる。
上に述べた軌道についての結果を用いて、惑星の位置の時間変化を見

よう。角運動量 Lに対する式

dϕ

dt
=

L

mr2
=

L

ml2
(1+ e cosϕ)2 (14.36)

を積分すると

t =
ml2

L

∫ϕ
0

dϕ

(1+ e cosϕ)2 (14.37)

となり、これを ϕ について解けば、角度変数の運動 ϕ(t) が解けたこと
になる。動径変数 r は軌道の式において ϕ = ϕ(t) を代入すればよい。
積分

I =

∫ϕ
0

1
(1+ e cosϕ)2 (14.38)

を

tan ϕ2 = ξ (14.39)

と置いて実行しよう。

I =

∫
dξ

2
1+ ξ2

1(
1+ e 1−ξ2

1+ξ2

)2
=

2
(1− e)2

∫
dξ

ξ2 + 1
(ξ2 + α2)2

=
2

(1− e)2

[∫
dξ

ξ2 + α2 + (1− α2)

∫
dξ

(ξ2 + α2)2

]
. (14.40)

ここで、ξ = α tan θ
2 すなわち

tan ϕ2 =

√
1+ e
1− e tan

θ

2 (14.41)
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と置くと、

I =
1

(1− e)2

[
α−1θ+ (1− α2)α−3

∫
cos2 θ2dθ

]
=

1
(1− e2)3/2

[θ− e · sin θ] (14.42)

以上をまとめると、惑星の角度座標 ϕの時間変化は

(1− e2)3/2L
ml2

t = ωt = θ− e · sin θ (14.43)

となる。ただし、θは角度座標 ϕと tan ϕ
2 =

√
1+e
1−e

tan θ
2 の関係があり、

ω =
(1− e2)3/2L

ml2
=

L

mAB
(14.44)

である。特に、e = 0（円軌道）の場合は、θ = ϕなり、運動は確かに等
速円運動になる。
特に周期は

T =
ml2

L

∫ 2π
0

1
(1+ e cosϕ)2 (14.45)

となり、スケール変換に対しては確かに

T → (λ2)2λ−1T = λ3T (14.46)

と変換する。これと、l→ λ2lを合わせると、ケプラーの第３法則をあた
える。
次に双曲軌道について調べよう。軌道は

r =
l

1+ e · cosϕ (e > 1) (14.47)

書き直すと、

r+ ex = l (14.48)
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あるいは両辺を２乗して

x2 + y2 = (l− ex)2 (14.49)

から双曲線の標準形

y2 − (e2 − 1)
[
x−

el

e2 − 1

]2
=

−l2

e2 − 1 (14.50)

を得る。

図 14.5 双曲軌道
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第 15章

特殊相対性理論
Special Theory of Relativity

§ 15.1 光速不変の原理から
ローレンツ変換を導くこと

光の速さが、観測者の慣性系に関係なく一定の c であることを、光速
不変の原理という。この光速不変の原理から異なる慣性系の座標の間の
関係：ローレンツ変換を求めよう。

図 15.1 簡便のため空間座標は xのみ考える

簡単のために当座は空間座標としては xのみを考えて、あとで他の座
標も考察する。それを x座標とする。時間座標を tとするが、便利のた
めに光速 cを掛けたもの ct = x0 を用いることもある。さて、ある慣性
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系 Sで時刻 tで場所 xに起きたイベント Aと時刻 t + dtで場所 x + dx

に起きたイベント Bの２つを考えよう。イベント Aが起きたときに、光
の信号を発して、イベント Bが起きたちょうどその時その場所でその光
の信号を受信したとしよう。そのためには

cdt = ±dx (15.1)

あるいは、時空計量：ds2 ≡ −(cdt)2 + (dx)2 を定義して、

ds2 ≡ −(cdt)2 + (dx)2 = 0 (15.2)

である必要がある。全く同じイベント Aと Bを、Sに対して x軸正の方
向に速度 vで運動している別の慣性系 S ′ から見たときに、それぞれの時
空座標を A : (t ′, x ′), B : (t ′ + dt ′, x ′ + dx ′)と書こう。光の信号の発振
と受信の考察から、

ds ′
2 ≡ −(cdt ′)2 + (dx ′)2 = 0 (15.3)

を得る。

図 15.2 別の慣性系から見たとき

このことは、異なる慣性系で定義した、（一般には光の信号で結ばれて
いるとは限らない）２つのイベントの間の時空計量が、比例しているこ
とを意味するだろう。比例係数は慣性系 Sと S ′ の間の相対速度 vによる
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だろうが、x軸の取り方にはよらないはずなので相対速度の大きさにのみ
よるはずである。すなわち、

ds ′
2
= A(|v|)ds2 (15.4)

一方、S ′ は Sに対して −vで運動しているので、上の議論において S ′ と
Sの役割を入れ替えると

ds2 = A(|v|)ds ′
2
= A(|v|)2ds2 (15.5)

である。すなわち、A(|v|) = ±1。v = 0の時には、あきらかに S = S ′ だ
から A(0) = 1。したがって、Aの連続性から考えて、A = 1と結論する
ことができる。まとめると、

−(cdt ′)2 + (dx ′)2 = −(cdt)2 + (dx)2 (15.6)

この等式を満たす、(cdt,dx)と (cdt ′,dx ′)の間の１次変換は、パラメ
タを ξとして

(cdt ′) = cosh ξ · (cdt) − sinh ξ · dx

dx ′ = cosh ξ · dx− sinh ξ · (cdt)

と書けるだろう。結論を見越して tanh ξ = v
c
と置けば、上の式は

(cdt ′) =
(cdt) − v

c
dx√

1−
(
v
c

)2
dx ′ =

dx− v
c
(cdt)√

1−
(
v
c

)2
とも書ける。S ′ 系の空間座標の原点 x ′ = 0 の S 系から見た運動に興味
を持とう。それは、当然ながら S ′ 系では原点 x ′ = 0 にとどまるので、
dx ′ = 0であるが、S系からみると時間 dtの間に dx進む。上の式の２
行目から

dx

dt
= v (15.7)
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を得る。このことは、S ′ 系の空間座標の原点が、S系に対して速度 vで
運動していることを確かにあらわしている。ｙ方向とｚ方向については、
以上の議論から明らかなように何の変化もないので、dy ′ = dy,dz ′ = dz
である。
以上をまとめて、ふつうの書き方をすると、

dt ′ =
dt− v

c2dx√
1− v2

c2

dx ′ =
dx− vdt√

1− v2

c2

dy ′ = dy

dz ′ = dz

となる。これを慣性系 Sとそれに対して、x軸正の方向に速度 vで運動し
ている別の慣性系 S ′ の間のローレンツ変換 (Lorentz transformation)
と呼ぶ。

例題 15.1.1

慣性系 S系にたいして x軸正の方向に速度 vで運動している別の
慣性系 S ′ 系がある。その慣性系 S ′ に対して、x軸正の方向に速
度 v ′ で運動している第３の慣性系 S ′′ を考えよう。S ′′ と Sの座
標の間の関係を求めよ。

［ヒント］
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dt ′ =
dt− v

c2dx√
1− v2

c2

dx ′ =
dx− vdt√

1− v2

c2

dt ′′ =
dt ′ − v′

c2 dx
′√

1− v′2

c2

dx ′′ =
dx ′ − v ′dt ′√

1− v′2

c2

において上の２式を下の２式に代入して整理すると

dt ′′ =
dt− w

c2dx√
1− w2

c2

dx ′′ =
dx−wdt√

1− w2

c2

,

w =
v+ v ′

1+ vv′

c2

(15.8)

となる。速度が小さいときには、w = v + v ′ · · · となり、近似的
に速度の和になる。簡単な計算で、wが cより小さいことを示す
ことができる。すなわち、慣性系の間の速度は、ローレンツ変換
をくり返しても光速を越えることができない。
特別な場合として、v ′ = cを考えるとw = cとなる。これは、S’
系において光速で運動する粒子は静止系でも光速で運動すること
を意味するので、光速不変の原理を再確認したことになる。
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図 15.3 S ′′ と Sの座標の間の関係を求める

例題 15.1.2

静止している観測者に対して光速に近い速度で向かってくる系を
考えよう。運動系で等方的に発射した光を静止している観測者が
見たときの分布を求めよ。

［ヒント］
ローレンツ因子を γ として、θ < 1

γ
の範囲にある。（相対論的

ビーミング効果）

図 15.4 相対論的ビーミング効果
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§ 15.2 ローレンツ変換にたいして
不変な作用—自由粒子

相対論的な運動をする質点を考えよう。作用にローレンツ変換にたい
する不変性を要求し、しかも速度が光速に比べて小さいときには、非相
対論的な作用に一致するものを探そう。前節で、世界距離 ds2 が不変で
あることを見たのでそれを参考にしよう。粒子の時空座標を (t, x) とす
ると、 ∫√

(cdt)2 − (dr)2 = c

∫
dt

√
1−

(
dr
dt

)2
c2

(15.9)

はローレンツ変換に対して不変である。比例係数をあとで都合の良いよ
うに −mcと選ぶと、作用は

S = −mc2
∫
dt

√
1−

(
dr
dt

)2
c2

(15.10)

と書ける。速度が光速に比べて小さいときには、根号をテイラー展開し

て、

√
1− (dr

dt )
2

c2 = 1− 1
2
(dr

dt )
2

c2 + · · · だから作用は

S =

∫
dt

[
−mc2 +

m

2

(
dr

dt

)2
+ · · ·

]
(15.11)

と展開できる。第１項は定数なので作用原理にとってはどうでもよい項
である。第２項は、非相対論的な運動をする質点に対する作用に他なら
ない。したがって、作用 S はローレンツ変換にたいする不変性を持ち、
しかも速度が光速に比べて小さいときには、非相対論的な作用に一致す
るので、求めていたものであることが分かる。
従って、ラグランジャンは

L = −mc2

√
1−

(
dr
dt

)2
c2

(15.12)
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であたえられる。このラグランジャンは、もちろん、空間の一様性と等
方性を持っているので、運動量と角運動量は保存する。
運動量 pは

p =
∂L

∂ṙ
=

mdr
dt√

1− (dr
dt )

2

c2

(15.13)

とあたえられる。角運動量は、非相対論的な議論と同様にして、r×pと
なる。時間の並進に対する不変性から,エネルギーの表式：

E = ṙ · ∂L
∂ṙ

− L =
mc2√

1− (dr
dt )

2

c2

(15.14)

を得る。速度が光速に比べて小さい場合に、 (dr
dt )

2

c2 (≪ 1) についてテイ
ラー展開をすると、エネルギーは

E = mc2 +
m
(
dr
dt

)2
2 + · · · (15.15)

となる。第１項は、静止エネルギーと呼ばれるもので定数である。第２
項は非相対論的力学における運動エネルギーである。
オイラー・ラグランジュ方程式は

d

dt

(
∂L

∂ṙ

)
−
∂L

∂r
=
d

dt

 mdr
dt√

1− (dr
dt )

2

c2

 = 0 (15.16)

となる。
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§ 15.3 相対論的荷電粒子の運動

相対論的荷電粒子の運動をあらわすラグランジャンは、非相対論的な
場合を参考にすると、

L = −mc2

√
1−

(
dr
dt

)2
c2

− e(ϕ− ṙ ·A) (15.17)

と予想される。
オイラー・ラグランジュ方程式は非相対論的な場合とほとんど同様な
計算により、

d

dt

 mdr
dt√

1− (dr
dt )

2

c2

 = e[E+ ṙ× B] (15.18)

となる。右辺のローレンツ力は非相対論的な場合と同じ形をしている。

例題 15.3.1

x軸方向に一定・一様な電場 Eがあるときに相対論的な荷電粒子
の運動を解け。

［ヒント］
x座標だけ考えれば十分である。運動方程式は

d

dt

 mdx
dt√

1− (dx
dt )

2

c2

 = eE (15.19)
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となる。α = eE
mc
と置いて上の微分方程式を一回積分すると

dx
dt

c

√
1− (dx

dt )
2

c2

= αt. (15.20)

ここで、記述を簡単にするために、時間座標 tの原点を適当に選
んで、初速度 dx

dt

∣∣
t=0 をゼロに取った。上の式を積分する方便と

して
dx
dt

c
= tanhψと置くと、左辺は sinhψとなり sinhψ = αt

を得る。すなわち、

dx
dt

c
=

αt√
1+ (αt)2

(15.21)

を得る。この式は、時間が十分経つと、粒子の速度が光速に近づ
くことを意味する。もともとの運動方程式が、一定加速度 cαで
運動する粒子を記述して行いたので、これと粒子の運動は光速を
越えないと言う相対論の要請と合わせると、理解しやすい。上の
微分方程式をさらにもう一回積分すると、簡単のために座標原点
を初期値 x|t=0 を上手に取ると、

x =
c
√
1+ (αt)2

α
(15.22)

となる。グラフに描くと図 15.5 のようになる。軌跡は無限遠方
から光速に近い速度で接近し、転回してまた光速に近い速度で
去っていく形をしている。漸近線は図では∓45度の直線で、それ
ぞれ ct = −xと ct = xである。
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図 15.5 x方向に一定・一様な電話があるときの相対論的な荷電粒子の運動

例題 15.3.2

z軸方向に一定・一様な磁場 Bがあるときに相対論的な荷電粒子
の運動を解け。

［ヒント］
簡単のために粒子の運動は x − y平面内に限定されていると考え
よう。あとで z方向の運動も考えに入れよう。
運動方程式は

d

dt

 mdx
dt√

1− (dx
dt )

2

c2 −
(dy

dt )
2

c2

 = e
dy

dt
B

d

dt

 mdy
dt√

1− (dx
dt )

2

c2 −
(dy

dt )
2

c2

 = −e
dx

dt
B

まず、エネルギー保存則から E = mc2√
1− (dx

dt )
2

c2 −
(dy

dt )
2

c2

が定数であ
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ることが導ける。従って運動方程式は

d

dt

dx

dt
=
dy

dt

eBc2

E

d

dt

dy

dt
= −

dx

dt

eBc2

E

となり、非相対論的なものにおいて m → E
c2 と置き換えただけ

で同じかたちになる。従って、解き方も同じである。z方向の運
動は等速運動になるのはすぐ見て取れる。保存するエネルギーは
E = mc2√

1− (dx
dt )

2

c2 −
(dy

dt )
2

c2 −
(dz

dt )
2

c2

§ 15.4 相対論的運動学

すでに述べたように質量m、速度 vの相対論的粒子の運動量 pは

p =
mv√
1− v2

c2

(15.23)

であり、エネルギー Eは

E =
mc2√
1− v2

c2

(15.24)

である。特に粒子が静止している場合に

E0 = mc
2 (15.25)

は静止エネルギーとよばれる。この式は、質量がエネルギーと等価であ
るという意味で有名である。
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この２つの式から vを消去して、エネルギー Eを運動量 pであらわす
ことも有用である。

E =
√
m2c4 + p2c2 (15.26)

以下に例を示そう。

§ 15.4.1 粒子の崩壊

粒子の崩壊における、運動量とエネルギーの保存則を調べよう。静止
している質量Mの粒子が質量mの２個の粒子に崩壊するプロセスを考
えよう。運動量の保存則から、終状態における片方の粒子の運動量を p

とおけば,もう片方のそれは −pである。したがって、エネルギーの保存
則は

Mc2 = 2×
√
m2c2 + p2c2 (15.27)

と書ける。
これを運動量 pについて解けば

p =
√
M2 − 4m2c (15.28)

となる。

図 15.6 粒子の崩壊
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第 16章

正準形式
Canonical Formalism

これまでは、ラグランジャンを出発点として力学を組み立ててきたが、
これからは正準形式と呼ばれる少し違うやり方を述べよう。正準形式は
量子力学に移行するための標準的な形式である。そこでは、座標ととも
に運動量が力学変数になっており、ラグランジャンのかわりにハミルト
ニアンと呼ばれるエネルギーが力学を特徴づける。

§ 16.1 実現される作用

作用積分 S =
∫t2
t1
L(q(t ′), q̇(t ′))dt ′ において、q(t ′)を q(t1) = q1（固

定する）を初期値としたオイラー・ラグランジュ方程式をみたす解 q̄(t ′)

であるとしよう。したがって、同じ Sという記号で書いているが、変分
原理における作用とは意味が根本的に違う。区別するためにこれを実現
される作用と呼ぼう。

図 16.1 q(t ′)の t ′ = t1 における値を q(t1)に固定する
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したがって S は上端の時間 t2 の関数であるが、このことをはっき
りさせるために t ≡ t2 と書き、また t2 における位置座標 q(t2) の関
数でもあるので、これも q ≡ q(t2) と書くと、実現される作用 S =∫t
t1
L(q̄(t ′), ˙̄q(t ′))dt ′ = S(q, t)は qと tの関数である。変分原理の時の

作用が,あらゆる可能な経路 {q}の「汎関数」であったこととははっきり
区別しよう。
このことからただちに、qを変えた場合の作用の変化分が計算できる。

すなわち、

δS = Lδt+
∂L

∂q̇
δq

∣∣∣∣t
t1

+

∫t
t1

[
∂L

∂q
−
d

dt ′
∂L

∂q̇

]
δqdt ′. (16.1)

q(t ′)はオイラー・ラグランジュ方程式を充たすので、第３項はゼロであ
る。したがって、

δS =
∂L

∂q̇
δq

∣∣∣∣t
t1

= pδq (16.2)

ここで、

p ≡ ∂L

∂q̇
(16.3)

と書いた。この pを qに共役な共役運動量 (conjugate momentum)と
呼ぶ。
作用の変化分に対する式を偏微分の形式で書くと

∂S

∂q
= p (16.4)

となる。一方あきらかに

dS

dt
= L (16.5)

であるが、左辺を変形すると

∂S

∂t
+
∂S

∂q
q̇ =

∂S

∂t
+ pq̇ (16.6)
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となるから

∂S

∂t
= L− pq̇ (16.7)

である。ここで、ハミルトニアン (Hamiltonian) H(q,p)を

H(q,p) ≡ pq̇− L (16.8)

と定義すると、

∂S

∂t
= −H (16.9)

となる。ただし、ハミルトニアン Hは、∂L
∂q̇

= pを q̇について解いて、q
と pの関数であらわしたものである。

∂L
∂q̇

= p を q̇ について一義的に解けない場合もある。そのようなラグ
ランジャンを特異なラグランジャンと呼ぼう。実は、電磁気学を含むゲー
ジの理論、一般相対性理論、さらには弦理論まで素粒子の最新理論はす
べて特異なラグランジャンを持つ。
ここでは、相対論的な粒子を記述する τでパラメータづけされたラグ

ランジャン

L = −mc

√(
cdt

dτ

)2
−

(
dx

dτ

)2
(16.10)

の例をあげよう。

pt =
∂L

∂ dt
dτ

=
mc2 cdt

dτ√(
cdt
dτ

)2
−
(
dx
dτ

)2
px =

∂L

∂dx
dτ

= −
mcdx

dτ√(
cdt
dτ

)2
−
(
dx
dτ

)2
だから、共役運動量 pt と px のあいだには

(pt)
2 − c2(px)

2 = m2c4 (16.11)
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の関係がある。このことは、共役運動量 pt と px が独立でないことを示
すので、速度 dt

dτ
と dx

dτ
を共役運動量 pt と px で一意的にあらわすこと

はできない。
上の関係式には、エネルギーと運動量の関係という物理的な意味があ

る。一般に座標と運動量の間にある関係があって、運動が相空間のある
超曲面に制限される場合に、それらを拘束条件 (constraint)と呼ぶ。拘
束条件のある力学系を拘束系と呼ぶが、拘束系の一般論については他書
にゆずる。
以上をまとめると

∂S

∂q
= p

∂S

∂t
= −H

であるので、

dS = pdq−Hdt (16.12)

となる。
例としてラグランジャンが

L(q, q̇, t) = m

2 q̇
2 − V(q) (16.13)

の場合を考えよう。

p =
∂L

∂q̇
= mq̇ (16.14)

だから、ハミルトニアンは

H(q,p) = pq̇− L

= mq̇2 −
[m
2 q̇

2 − V(q)
]

=
m

2 q̇
2 + V(q)

=
p2

2m + V(q) (16.15)
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と書ける。右辺が、運動エネルギーとポテンシャルエネルギーの和すな
わち全エネルギーになっていることに注意しよう。

例題 16.1.1

電磁場中の荷電粒子の運動をあらわすハミルトニアンを求めよ。

［ヒント］

L(r, ṙ) = mṙ2

2 − e(ϕ− ṙ ·A). (16.16)

を思い出そう。運動量は

p =
∂L

∂ṙ
= m(ṙ− eA) (16.17)

となる。したがって、ハミルトニアンは

H(r,p) = p · ṙ− L

= [m(ṙ− eA)] · ṙ− m(ṙ)2

2 + e(ϕ− ṙ ·A)

=
m(ṙ)2

2 + eϕ

=
(p+ eA)2

2m + eϕ

とあたえられる。

形から明らかなように、ハミルトニアンはエネルギーの意味を持つ。
ハミルトニアンの定義式を書き直すと：

−H(r,p) = L− p · ṙ (16.18)

とも書ける。これを変数を (q, q̇) から (q,p) に取り替えにともなう
L→ −Hのルジャンドル変換 (Legendre transformation)と見なすこと
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ができる。*1
ここで、変分原理を正準変数 p,qを変数とするハミルトニアン形式で
書こう。ただし、時間の両端で固定するものは座標 qである。
時刻 t2 と t1 の間を N個に細分し、δt = t2−t1

N
とおいて、ある時刻 t

と t+ δtの短い区間の運動を考えてみよう。その区間での出発点 q(t)を
あたえられたものとして固定して、短い区間での運動の到達点 q(t + δt)

を求めると考えよう。δq = q(t + δt) − q(t)と置くと、その間の作用の

*1 物理学の中であらわれるルジャンドル変換の例として、熱力学における変数の変換
がある。熱力学第一法則：

dU = TdS− pdV (16.19)

において内部エネルギーU = U(S,V)はエントロピー Sと体積 V の関数である。
変数をたとえば、温度 T と体積 V にしたければ、ルジャンドル変換：F = U− TS

を行い第一法則を書き直すと

dF = dU− TdS−dTS = −pdV − SdT (16.20)

となる。Fはヘルムホルツの自由エネルギーと呼ばれる。
ルジャンドル変換：L → −Hがいつでもできるとは限らないことに注意しよう。

p = ∂L
∂q̇ を q̇について解いて pの関数として一意的とは限らないからである。ラグ

ランジャンが q̇の凸関数であれば、可能である。
理由を一般的なルジャンドル変換の中で説明しよう。f(x)（一般性を失うことな

く、f(0) = 0とする）を凸関数として、その微係数を

p =
df(x)

dx
(16.21)

と置こう。ルジャンドル変換：x → pを行うためには、p =
df(x)
dx を xについて

解かなければならない。直線 y = pxと曲線 y = f(x)の差：

F(p) = px− f(x) (16.22)

の最大値を g(p)とし、(x, f(x)) → (p,g(p))をルジャンドル変換の定義とする
流儀もある。その場合には曲線 y = f(x)は下に凸の関数でなければならない。幾
何学的には、曲線 y = f(x)を、それに接する接線の傾きと、切片の y座標で表す
ことに対応している。
どちらでもない例をあげよう。f(x) = x3

3 は、x < 0では凹関数で x > 0では凸
関数である。しかし、xの全領域では凸でも凹でもない。この例では df(x)

dx = x2 だ
から x > 0では x =

√
p、x < 0では x = −

√
pである。
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変化は

δS = pδq−Hδt (16.23)

これをくり返して、t1 から t2 まで足しあげると作用は

S =

∫
[pδq−Hδt] =

∫t2
t1

[pq̇−H(q,p)]dt (16.24)

となる。ここで力学変数は、座標 qと共役運動量 pであることに注意し
よう。作用を上の形で書くことと、ラグランジャンによるものは等価で
あるが、上の形式が便利なことも多い。(q,p)であらわされる空間を相空
間 (phase space)と呼ぶ。上の作用を相空間で定義された作用と呼ぶこ
ともある。
変分原理を相空間で定義された作用に適用すると、

δS =

∫t2
t1

[δpq̇+ p ˙δq− δH(q,p)]dt

=

∫t2
t1

[
δpq̇− ṗδq−

∂H

∂q
δq−

∂H

∂p
δp

]
dt

=

∫t2
t1

[(
q̇−

∂H

∂p

)
δp−

(
ṗ+

∂H

∂q

)
δq

]
dt = 0.

ここで、時間について部分積分を行い積分の両端で δq = 0 とした。*2さ
て、δq と δp は任意だったので、( ) の中がゼロでなければならない。
すなわち、

q̇ =
∂H

∂p

ṗ = −
∂H

∂q

となる。

*2 このことと、実現された作用のところの議論は混同しないで欲しい。
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これをハミルトンの運動方程式 (Hamilton’s equation)と呼ぶ。その
内容は共役運動量の定義と、オイラー・ラグランジュ方程式と等価であ
るが、この新しい形式の方が便利なことがある。たとえば量子力学に移
行するときに役に立つ。
ここでいくつかの力学系のハミルトンの運動方程式の例を見よう。ま

ず、ポテンシャル V(q)のなかで運動する質点の場合：

H(q,p) = p2

2m + V(q) (16.25)

に、ハミルトンに運動方程式は

q̇ =
∂H

∂p
=
p

m

ṗ = −
∂H

∂q
= −

∂V(q)

∂q

となり、第１式と第２式を組み合わせたものが、オイラー・ラグランジュ
方程式と等価である。言い換えると、ハミルトンの方程式は、２階微分
方程式であるオイラー・ラグランジュ方程式を１階微分方程式２本に書
き換えたものだとみなせる。
つぎに、電磁場中の荷電粒子の運動をあらわすハミルトニアンの運動

方程式を求めよう。ハミルトニアンは

H(r,p) = (p+ eA)2

2m + eϕ (16.26)

であたえられることはすでに見た。ハミルトニアンの運動方程式を書き
下すと、

ṙ =
∂H

∂p
=

p+ eA

m

ṗi = −
∂H

∂ri

= −e
∂ϕ

∂ri
+ e

∑
j

p+ eA

m j

∂Aj

∂ri
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となり、第１式と第２式を組み合わせたものが、ローレンツ力の方程式
と等価である。これを導くときに、

dAi

dt
=
∂Ai

∂t
+
∑
j

ṙj
∂Ai

∂rj

に注意して第２式を変形すると

mr̈i = e

[
−
∂Ai

∂t
− e

∂ϕ

∂ri

]
+ e

∑
j

ṙj

[
∂Ai

∂rj
−
∂Aj

∂ri

]
となる。ここで、電場と磁場をスカラーポテンシャルとベクターポテン
シャルで定義した式：

Ei = −
∂Ai

∂t
− e

∂ϕ

∂ri

Bi =
∑
jk

ϵijk
∂Ak

∂rj

を用いれば第２式は

mr̈ = e[E+ ṙ× B] (16.27)

となり、たしかにローレンツの式を再現する。

例題 16.1.2

調和振動子のラグランジャン：

L =
mq̇2

2 −
mω2q2

2 (16.28)

に対してハミルトニアンを構成して、ハミルトンの方程式を立て
よ。ハミルトンの方程式を解いて、相空間における軌道として図
示せよ。

［ヒント］
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ハミルトニアンは

H(q,p) = p2

2m +
mω2q2

2 (16.29)

であり、ハミルトンの方程式は

q̇ =
p

m

ṗ = −mω2q

である。ハミルトンの方程式の解は

q = A sin(ωt+ δ)

p = mAω cos(ωt+ δ)

である。この時、ハミルトニアンすなわちエネルギーは

H(q,p) = p2

2m +
mω2q2

2 =
mA2ω2

2 = E (16.30)

と当然ながら定数である。したがって、相空間上で運動の軌跡は
楕円である。
ちなみに、その囲む面積は π×長径×短径すなわち

π
√
2mE

√
2E
mω2 = 2π E

ω
(16.31)

となる。a

a 前期量子論では、相面積はプランク定数 h の整数倍である。したがって、
nを整数としてエネルギーは量子化されて、E = n hωとなる。
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第 17章

モーペルティユイの原理
Maupertuis’ Principle

エネルギーが保存している系の、粒子の軌跡を求めることに関心があ
るとしよう。すなわち、自由度 sの系に対して

H(p1, . . . ,ps,q1, . . . ,qs) = E 固定 (17.1)

この時、作用

S =

∫ (∑
i

pidqi − Edt

)
(17.2)

のうち、第１項だけが変分問題に有効であるので、それを簡約化された
作用と呼ぼう。ラグランジャンが普通の形をしている時、

L =
1
2
∑
ij

aij(q)
dqi

dt

dqj

dt
− V(q) (17.3)

pi =
∂L

∂dqi

dt

=
∑
j

aij(q)
dqj

dt

E =
1
2
∑
ij

aij(q)
dqi

dt

dqj

dt
+ V(q)

→ dt =

√
1

2[E− V(q)]

∑
ij

aijdqidqj
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だから、簡約化された作用は

Sred =

∫ ∑
i

pidqi

=

∫√
2(E− V(q))

∑
ij

aijdqidqj

:=

∫√∑
ij

gijdqidqj

と書ける。ただし、ここで

gij(q) = 2(E− V(q))aij(q) (17.4)

と置いた。簡約化された作用の形はちょうど、以前に述べた計量 gij を
持つ s次元空間の幾何学における曲線の長さになっている。したがって、
それに対して最小作用の原理を要求すると、計量 gij を持つ曲がった空
間の測地線の方程式：

d2qi

ds2
+
∑
j,k
Γ ijk(q)

dqj

ds

dqk

ds
= 0 (17.5)

を得る。ただし、クリストッフェル記号：Γ ijk は

Γ ijk =
∑
m

1
2g

im

[
∂gjm

∂qk
+
∂gmk

∂qj
−
∂gjk

∂qm

]
(17.6)

このようにして幾何学的な描像が使えるので、モーペルティユイの原
理による軌跡の分析は有利である。さらに、時間発展を知りたければ、以
前に導いた式：dt =

√
1

2[E−V(q)]

∑
ij aijdqidqj を時間積分して

t− t0 =

∫√
1

2[E− V(q)]

∑
ij

aijdqidqj (17.7)

を用いればよい。
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例題として、モーペルティユイの原理を用いて、惑星の軌道を再現し
てみよう。角運動量保存則のために軌道が平面に限定されることを利用
すると、極角を θ = π

2（運動は x-y 平面内）として一般性を失わない。
ラグランジャンは

L =
m

2

[(
dr

dt

)2
+ r2

(
dϕ

dt

)2
]
+
GmM

r
(17.8)

である。
簡約化された作用は

Sred =

∫√
2m

(
E+

GmM

r

)
[(dr)2 + r2(dϕ)2]

=

∫√√√√2m
(
E+

GmM

r

)[
1+ r2

(
dϕ

dr

)2
]
dr

:=

∫
Lred

(
ϕ, dϕ
dr

)
となる。
この極値をあたえるオイラー・ラグランジュ方程式が第一積分を持つ
ことが、ϕが循環変数であること、すなわち Lred

(
ϕ, dϕ

dr

)
が ϕにあらわ

に依らないことからわかる。
すなわち、

∂Lred

∂
(

dϕ
dr

) =
r2 dϕ

dr

√
2m

(
E+ GmM

r

)√
1+ r2

(
dϕ
dr

)2 = const. :=
√
2ma (17.9)

は一定である。整理すると、

r4
(
dϕ

dr

)2(
E+

GmM

r

)
= a2

[
1+ r2

(
dϕ

dr

)2
]

(17.10)
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となる。r = 1/uと置いて、

dϕ

du
=

a√
E+GMmu− a2u2

=
1√

E
a2 +

G2M2m2

4a4 −
(
u− GMm

2a2

)2 (17.11)

と書いて積分する。u ′ = u− GMm
2a2 、A2 = E

a2 +
G2M2m2

4a4 と置くと

ϕ =

∫
du ′√
A2 − u ′2

= Cos−1u
′

A
(17.12)

となる。整理すると、

u =
GMm

2a2 +A cosϕ (17.13)

となるので、惑星の軌道として結局

r =
l

1+ e · cosϕ (17.14)

を再現した。
ただし、

l =
2a2
GMm

e =

√
E
a2 +

G2M2m2

4a4

GMm
2a2

=

√
1+ 4a2E

G2M2m2 (< 1)

2a2 = L2

m
と置けば、以前の表式 (14.21)に一致する。
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第 18章

正準変換
Canonical Transformation

ラグランジュ形式の場合、座標の取り方は任意である。ハミルトン形
式では座標と共役運動量をひっくるめて変換することも可能である。こ
の相空間での変換を正準変換と呼ぶ。
まず簡単な、座標だけの変換である点変換を考えよう。

§ 18.1 点変換 (Point Transformation)

新しい座標：QI, I = 1, . . . ,Nと古い座標：qi, i = 1, . . . ,qN の関係が

QI = QI(q1,q2, . . . ,qN) (I = 1, . . . ,N) (18.1)

と与えられたとしよう。
これを時間微分すると

Q̇I =
∑
i

∂QI

∂qi
q̇i (18.2)

となる。新しい変数で書かれたラグランジャンは

L(QI, Q̇I) = L

(
QI(q1,q2, . . . ,qN),

∑
i

∂QI(q1,q2, . . . ,qN)

∂qi
q̇i

)
(18.3)

と書き直すと、古い変数 qi とその時間微分の関数と見なすことだでき
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る。qi に共役な運動量 pi は

pi =
∂L

∂q̇i
=

N∑
I

∂QI

∂qi
∂L

∂Q̇I
=

N∑
I

∂QI

∂qi
PI (18.4)

あるいは、これを逆に解いて、

PI =
∑
i

∂qi

∂QI
pi (18.5)

を得る。以上をまとめて QI = QI(q1,q2, . . . ,qN), PI =
∑

i
∂qi

∂QIpi を
正準変数の変換：(q,p) → (Q,P)とみなすことができる。
この変換のもとでハミルトンの方程式が不変であることを以下で示
そう。

q̇i =
∂H

∂pi

ṗi = −
∂H

∂qi

から

Q̇I =
∂H

∂PI

ṖI = −
∂H

∂QI

を導くことができるし逆も成り立つ。
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証明は直接的である。

Q̇I =
∑
i

∂QI

∂qi
q̇i

=
∑
iJ

∂QI

∂qi
∂qi

∂QJ
Q̇J

=
∑
iJ

∂QI

∂qi
∂qi

∂QJ

∂H

∂PJ

=
∂H

∂PI
(18.6)

ここで、偏微分の鎖則：
∑

i
∂QI

∂qi

∂qi

∂QJ = δIJ を用いた。同様にして

ṖI =
d

dt

(∑
i

∂qi

∂QI
pi

)

=
∑
i

∂2qi

∂QI∂QJ
Q̇Jpi +

∑
i

∂qi

∂QI
ṗi

=
∑
i

∂2qi

∂QI∂QJ
Q̇Jpi −

∑
i

∂qi

∂QI

∂H

∂qi

=
∑
i

∂2qi

∂QI∂QJ
Q̇Jpi −

∑
iJ

∂qi

∂QI

(
∂QJ

∂qi
∂H

∂QJ
+

∂2qk

∂QJ∂QK

∂QJ

∂qi
pk
∂H

∂PK

)

= −
∂H

∂QI
.

ここで、第１項と第３項が相殺していることに注意し、第２項を前に述
べた偏微分の鎖則を用いた。この証明で、QI = QI(q1,q2, . . . ,qN)の関
係が時間をあらわに含んでいても成立することに注意しよう。
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§ 18.2 正準変換の一般論

次に、逆にハミルトンの方程式を不変にする相空間における変換が何
であるかを考えよう。相空間での古い変数：(q,p)であらわしたものと新
しい変数：(Q,P)であらわしたものとで作用を２通りに書いてみよう。

S =

∫ (∑
i

pidq
i −Hdt

)

S ′ =

∫ (∑
I

PIdQ
I −H ′dt

)

新しいハミルトニアン H ′ は古いハミルトニアン Hと一般には異なる。
前に述べたように、作用の差 S − S ′ が積分の両端の量のみの関数であ
れば、Sと S ′ は同じ力学系をあたえるので、作用の差 S− S ′ が積分の両
端の量のみの関数であることを要求しよう。*1
すなわち、F(q,Q, t)をある q,Qの関数として、∑

i

pidq
i −Hdt =

∑
I

PIdQ
I −H ′dt+ dF (18.7)

であることを要求しよう。右辺に加えられた完全微分の項は、時間積分
すると時間の両端にのみによる項を作用につけ加える。上の式を書き換

*1 このことを詳しく説明しよう。作用の変分を古い変数と新しい変数の両方で書き表
して見よう。

δS =

∫t2
t1

[(
q̇−

∂H

∂p

)
δp−

(
ṗ+

∂H

∂q

)
δq

]
dt = 0

δS ′ =

∫t2
t1

[(
Q̇−

∂H ′

∂P

)
δP −

(
Ṗ +

∂H ′

∂Q

)
δQ

]
dt = 0.

したがって、新しい変数 (Q,P,H ′)でのハミルトンの方程式 Q̇− ∂H′
∂P = 0, Ṗ +

∂H′
∂Q = 0 が古い変数 (q,p,H) に対するハミルトンの方程式 q̇ − ∂H

∂p = 0, ṗ +
∂H
∂q = 0を意味する。この意味で２つの力学系は等価である。
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えると

dF(q,Q) =
∑
i

pidq
i −

∑
I

PIdQ
I + (H ′ −H)dt (18.8)

となる。同じ事を偏微分で書けば、

pi =
∂F(q,Q, t)
∂qi

PI = −
∂F(q,Q, t)
∂QI

H ′ = H+
∂F(q,Q, t)

∂t

となる。
F = F(q,Q, t)を正準変換：(q,p,H) → (Q,P,H ′)の母関数と呼ぶ。上
の変換則がハミルトンの方程式を不変にすることは、その構成法から明
らかである。母関数 F(q,Q, t)が、古い変数と新しい変数の両方に依存す
ることに注意しよう。
あるいはルジャンドル変換：Φ(q,P, t) = F(q,Q, t) +

∑
I PIQ

I を行っ
て母関数の変数を (q,Q)から (q,P)に変更しよう。

dΦ(q,P, t) =
∑
i

pidq
i +

∑
I

QIdP
I + (H ′ −H)dt (18.9)

だから、

pi =
∂Φ(q,P, t)

∂qi

QI =
∂Φ(q,P, t)

∂PI

H ′ = H+
∂Φ(q,P, t)

∂t

と書ける。
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例題 18.2.1

調和振動子のハミルトニアンは

H(q,p) = p2

2m +
mω2q2

2 (18.10)

であたえられる。正準変換：(q,p,H) → (Q,P,H ′)が

P = H(q,p)

Q =
1
ω

tan−1 mωq

p

H ′ = 0

であたえられるときに、正準変換の母関数を求めよ。

［ヒント］

pdq− PdQ =
mωq

tanωQdq−
mω2q2

2 sin2ωQ
dQ

= d

(
mω2q2

2 tanωQ

)
(18.11)

だから母関数を

F(q,Q) =
mω2q2

2 tanωQ (18.12)

と取ればよい。新しい変数で作用は

S ′ =

∫
PdQ− Pdt (18.13)

だから、ハミルトンの方程式 Ṗ = 0 と Q̇ = 1 が出てくるので、
解は

P = const. Q = t (18.14)
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となる。これを、qと pについて解けば、よく知られた調和振動
の解になる。

例題 18.2.2

Aをベクトルポテンシャルとして、質量m、電荷 eの荷電粒子に
対するラグランジャン：

L =
m

2 ṙ2 − eṙ ·A (18.15)

を考えよう。

(1) z 方向に一定一様磁場がある場合、運動を (x,y) 平面に
限って考えよう。このときベクターポテンシャルは A =
B
2 (−y, x) で与えられる。上のラグランジャンを２次元の
極座標 r,ϕで書き表すと

L =
m

2 (ṙ2 + r2θ̇2) −
eB

2 r
2θ̇ (18.16)

となることを示せ。
(2) r に共役な運動量を pr、θ に共役な運動量を pθ としてハ
ミルトニアン Hが

H =
pr

2

2m +
p2θ

2mr2 +
eB

2mpθ +
m

2

(
eB

2m

)2
r2 (18.17)

となることを示せ。
(3) 新しい運動量を PR,PΘ として、時間による正準変換を母
関数：

Φ(PR,PΘ, r,ϕ, t) = PR · r+ PΘ · θ− PΘ
eB

2mt (18.18)
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で行うと

H =
PR

2

2m +
P2Θ

2mR2 +
m

2

(
eB

2m

)2
R2 (18.19)

と２次元調和振動子と同じ形になることを示せ。

新しい座標と古い座標の関係は、R = ∂Φ
∂PR

= r、Θ = θ − eB
2mtになる

が、これは角速度 eB
2m の回転座標系で記述したことに対応する。回転座

標系では２次元調和振動子と同等になる。（ラーマーの定理）
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ポアッソンの括弧式
Poisson Bracket

ハミルトン形式は、座標と運動量を対等に扱っている。そのことは、
例えば、ハミルトンの方程式の形によく現れている。ここでは、その
相空間の対称性をさらに追求してみよう。相空間における座標と運動
量を qi,pi (i = 1, . . . ,N) としよう。相空間上で定義された物理量を、
A(q,p), B(q,p)などとしよう。
まず、ポアッソンの括弧式：{A,B}PB を次のように定義しよう。

{A,B}PB =
∑
i

[
∂A

∂qi
∂B

∂pi
−
∂B

∂qi
∂A

∂pi

]
(19.1)

明らかに、ポアッソンの括弧式：{A,B}PB は以下の性質を充たす。

(1) 反対称性

{A,B}PB = −{B,A}PB (19.2)

(2) 双一次性
a,b, cを任意の実数として、

{aA+ bB,C}PB = a{A,C}PB + b{B,C}PB

{A,bB+ cC}PB = b{A,B}PB + c{A,C}PB

が成り立つ。
(3) ヤコビの恒等式

{A, {B,C}PB}PB + {B, {C,A}PB}PB + {C, {A,B}PB}PB = 0 (19.3)
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双一次性は、定数 aに対して {a,A}PB = 0であることを見れば明らかで
あろう。
最後のヤコビの恒等式だけはそれほど自明でないかもしれないが、具

体的に書き下し、偏微分の順番を入れ替えてもよいことを用いると証明
できるが、退屈なので省略する。ただし、演算 { ,A}PB に対するライプ
ニッツ則：

{fg,A}PB = f{g,A}PB + {f,A}PBg (19.4)

が成り立つことに注意すると計算が楽になる。次の節の末尾に、ポアッ
ソン括弧式の幾何学的な意味に動機づけられたもっと見通しの良い証明
をあたえる。
ポアッソン括弧式を用いると、ハミルトンの方程式は座標と運動量は

より対称的になる。すなわち、

q̇i =
∂H

∂pi
= {qi,H}PB

ṗi = −
∂H

∂qi
= {pi,H}PB

一般に、任意の物理量 A(q,p, t)の時間微分は

d

dt
A(q,p, t) = ∂

∂t
A(q,p, t) + {A(q,p, t),H}PB (19.5)

となる。証明は以下の通りである。

d

dt
A(q,p, t) = ∂A(q,p, t)

∂t
+
∑
i

∂A(q,p, t)
∂qi

q̇i +
∑
i

∂A(q,p, t)
∂pi

ṗi

=
∂A(q,p, t)

∂t
+
∑
i

∂A(q,p, t)
∂qi

∂H

∂pi
−
∑
i

∂A(q,p, t)
∂pi

∂H

∂qi

=
∂A(q,p, t)

∂t
+ {A(q,p, t),H}PB



§ 19.1 変換の生成子 (Generator of Transformation) 181

§ 19.1 変換の生成子 (Generator of Transformation)

特に、A(q,p)が時間 tにあらわによらない場合には、

d

dt
A(q,p) = {A(q,p),H}PB (19.6)

となる。これをわずかに書き換えて、

δA(q,p) = {A(q,p), δtH}PB (19.7)

としよう。この式は、「δtH が微小時間 δt だけの時間推進を生成する」
と、解釈できる。
同様に、デカルト座標で書けば、空間並進 r → r+ a, p → pは a · p
によって生成される。すなわち、

δA(r,p) = {A(r,p),a · p}PB. (19.8)

空間回転 r → r+ δϕ× r, r → r+ δϕ× rは、

δA(r,p) = {A(r,p), δϕ · L}PB. (19.9)

のように、生成子 δϕ · Lによって生成される。回転については次の節で
示す。
以上を一般化して、力学量 F(p,q)によって生成される、相空間上の流
れ（相流）を考えることができる。sをパラメータとして、任意の力学量
に対して、

dA

ds
= {A, F}PB. (19.10)

あるいは、Aとして特に座標 qi や pi の時には、

dqi

ds
= {qi, F}PB =

∂F

∂pi

dpi

ds
= {pi, F}PB = −

∂F

∂qi
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となる。相流を成分で書くと、
(

∂F
∂pi

,− ∂F
∂qi

)
となるが、あるいは

DF =
∑
i

[
∂F

∂pi

∂

∂qi
−
∂F

∂qi
∂

∂pi

]
(19.11)

とも書く。
このことは、ポアッソン括弧式という代数的に定義されたものに、

DF = { , F}PB が Fによる相流であるという幾何学的な意味をあたえる。
これを知ると、ヤコビの恒等式の見通しのよい証明ができる。まず、

{{A,B}PB,C}PB + {{B,C}PB,A}PB + {{C,A}PB,B}PB = 0 (19.12)

の左辺は、Aの２階微分に対して１次式で、B、Cについても同様である
ことに注意しよう。さらに、いずれの項も A,B,Cの２階微分のいずれか
は含む。これから、Aの２階微分の係数が実はゼロであることを示し、B
と Cについても同様とするので、左辺がゼロであると主張できる。
まず、第２項は Aの１階微分しか含まない。第１項と第３項の和は

{{A,B}PB,C}PB − {{A,C}PB,B}PB

= DC{A,B}PB −DB{A,C}PB

= (DCDB −DBDC)A

と書ける。
ここで、相空間で定義された微分：DB,DC を、相空間の座標

qi,−pi (i = 1, . . . ,N) を一括して xn (n = 1, . . . , 2N) と書こう。す
なわち、

DB =

2N∑
n=1

βn ∂

∂xn

DC =

2N∑
n=1

γn
∂

∂xn
.
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簡単な計算により、

[DCDB −DBDC]A =
∑
nm

[
γn
∂βm

∂xn
∂

∂xm
− βn ∂γ

m

∂xn
∂

∂xm

]
A (19.13)

だから、これは Aの１階微分しか含まない。結局ヤコビの恒等式の左辺
は Aの２階微分を含まない。同様に、Bの２階微分も Cの２階微分も含
まない。したがって、左辺はゼロである。

§ 19.2 変換群 (Transformation Group)

次に変換を立て続けに行うことを考えよう。そのために、（添字 PB は
以下省略する。）抽象的に議論した方が見通しがよい。微小パラメータ f

を含む変換の生成子を G[f]として、Aに対する変換 δfAは

δfA = {A,G[f]}. (19.14)

と書ける。
変換 δg に引き続いて δg を行うと、

δfδgA = {{A,G[f]},G[g]}

= −{{G[f],G[g]},A}− {{G[g],A},G[f]}

= {A, {G[f],G[g]}}+ {{A,G[g]},G[f]}

= {A, {G[f],G[g]}}+ δgδfA.

となる。
したがって、

[δfδg − δgδf]A = δfδgA− δgδfA = {A, {G[f],G[g]}}. (19.15)

ここで、右辺の中にある {G[f],G[g]} の意味を理解するするための具体
例として２段階の回転を考えよう。それらの微小回転のパラメータを
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f→ δϕ1、g→ δϕ2 としよう。それらの生成子は、角運動量を Lとして

G[f] → G[δϕ1] = δϕ1 · L

G[g] → G[δϕ2] = δϕ2 · L

である。簡単な計算で、

{G[δϕ1],G[δϕ2]} = {
∑
i

δϕ1iLi,
∑
j

δϕ2jLj}

=
∑
ij

δϕ1iδϕ2j{Li,Lj}

=
∑
ijk

ϵijkδϕ1iδϕ2jLk

= δϕ1 × δϕ2 · L

= G[δϕ1 × δϕ2].

したがって、

[δϕ1δϕ2 − δϕ1δϕ2]A = δϕ1 × δϕ2A. (19.16)

新しいパラメータ δϕ1 × δϕ2 は、ベクター δϕ2 を δϕ1 だけ回転したも
のと見なせる。
上の式の意味は次のように解される。回転 δϕ2 を行い、次に回転 δϕ1

を行ったものと、その順番を入れ替えたものの差は、δϕ2 を δϕ1 だけ回
転したものによる回転に等しい。

§ 19.2.1 ポアッソンの定理

物理量 A と B が時間によらないとすれば、そのポアッソン括弧式
{A,B}PB も時間によらない。証明にはヤコビの恒等式を用いる。（添字
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PBは省いた。）
d

dt
{A,B} = {{A,B},H}

= −{{B,H},A}− {{H,A},B}

= 0. (19.17)

この定理は一見すると、運動の定数を次々とあたえてくれる打ち出の
小槌のように思うかもしれない。しかし、これから得られるものは、す
でに分かっているものであるか、ポアッソン括弧式 {A,B}PB がそもそも
ゼロであったりする場合が多い。

例題 19.2.1

x方向の運動量 px と z軸のまわりの角運動量 Lz が保存量である
としよう。このとき、y方向の運動量 py も保存することを示せ。

［ヒント］
計算によって

{Lz,px}PB = py (19.18)

を示せ。
ネーターの定理を思い出すと、このことは対称性からも理解でき
る。Lz が保存するということは、系が z軸のまわりに回転対称で
あることだから、保存量 px を z軸のまわりに 90度回転した py

も保存する。

§ 19.2.2 ポアッソン括弧式による代数

角運動量 Lが微小な回転 δϕを生成することを示そう。

δri =
∑
jk

ϵijkδϕjrk = {ri,
∑
j

δϕjLj}PB (19.19)
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あるいは、同じことをベクターの記号で書くと、

δr = δϕ× r = {r, δϕ · L}PB (19.20)

同様にして、

δp = δϕ× p = {p, δϕ · L}PB (19.21)

が成り立つ。δϕ · L を回転の生成子 (generator) と呼ぶ。一般に関数
F(r,p)に対して

δF = {F, δϕ · L}PB (19.22)

が成り立つ。特に

δL = δϕ× L = {L, δϕ · L}PB. (19.23)

この事から角運動量の成分 Li (i = x,y, z)はポアッソン括弧式に関し
て、閉じた代数を作ることが見て取れる。直接計算することにより、

{Li,Lj}PB =
∑
k

ϵijkLk (19.24)

ただし、ϵxyz = 1で、その偶置換は +1であり、その奇置換は −1であ
る。３次元回転は明らかに群 SO(3)をなすが、微小回転の生成子である
角運動量のなす代数は so(3)代数と呼ばれる。
ポアッソンの定理により、角運動量の２成分が保存すれば残りの成分

も保存する。この場合、ハミルトニアン Hは、位置ベクターあるいは運
動量ベクターの内積の関数 H = H(r2,p2, r · p)であって、回転にたいし
て不変である。
水素原子の系における、やや意外な保存量としてルンゲ・レンツのベ

クトル V をあげよう。ハミルトニアンは

H =
p2

2m −
α

r
(19.25)
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であり、運動方程式は、

ṙ =
∂H

∂p
=

p

m

ṗ = −
∂H

∂r
= −

αr

r3

である。ルンゲ・レンツのベクトル：

V =
p× L

m
− α

r

r
(19.26)

が保存すると事は、角運動量 Lが保存することに注意しつつ、直接時間
微分して確かめることができる。

V̇ = −
αr× L

mr3
− α

(
ṙ

r
−

r(r · ṙ)
r3

)

= α
(r× ṙ)× r

r3
− α

(
ṙ

r
−

r(r · ṙ)
r3

)
= 0

ここで、ベクター３重積についての公式：

(A× B)×C = (A ·C)B− (B ·C)A (19.27)

を、第１項に対して使った。
水素原子あるいは万有引力の問題が厳密に解ける背景には、このよう
な保存量の存在がある。
ルンゲ・レンツのベクトルの成分の間のポアッソン括弧式を直接計算
しよう。結果は

{Vi,Vj}PB = −4ϵijkELk (19.28)

あるいは、A = V

2
√

|E|
と置くと、きれいな形になり、

{Ai,Aj}PB = ϵijkLk (19.29)
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が成り立つ。これと、角運動量が回転を生成するという式：

{Ai,Lj}PB = ϵijkAk (19.30)

さらに、角運動量のなす代数：

{Li,Lj}PB = ϵijkLk (19.31)

と合わせると、４次元回転の代数 so(4)を生成することがわかる。

例題 19.2.2

ルンゲ・レンツのベクトル：

V =
p× L

m
− α

r

r
(19.32)

の物理的な意味を考えよ。

［ヒント］
p = mṙと L = r× p = mr× ṙを代入すれば、

V = m(−(r · ṙ)ṙ+ ṙ2r) − α
r

r
(19.33)

となるが、第１項は近日点と遠日点ではゼロである。したがって、
ルンゲ・レンツのベクトルは近日点から原点（太陽）への単位ベ
クトルに比例する。比例定数は L2

mr2
+ α。惑星が楕円軌道を描い

て運動するときもルンゲ・レンツのベクトルは固定した方向を向
いている。

例題 19.2.3

万有引力以外の小さい力が働いている場合は軌道が閉じなくて、
近日点は移動していく。それを、ルンゲ・レンツのベクトルの変
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化として記述することができることを示せ。簡単な例として

ṗ = −α
r

r3
− β

r

r4
(19.34)

を考えよ。

［ヒント］

V̇ = L× β r

r4
(19.35)

だから、近日点 r = qに対しては、

q̇ =
β

L2

mq2 + α
L× q

q3
(19.36)

が成り立つ。これは、角速度

ϕ̇ =
Lβ(

L2

mq2 + α
)
q3

(19.37)

で近日点が回転していることを意味する。

§ 19.3 ポアッソン括弧式と正準変換

相空間における正準変換：(q,p) → (Q,P)対してポアッソン括弧式が
不変であることを見よう。言い換えると、ポアッソン括弧式は新しい変
数：(Q,P)で定義しても古い変数：(q,p)で定義しても変わらない。すな
わち、

{A,B}QP = {A,B}qp (19.38)
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証明は、直接的に行えばよい。

{A,B}QP =
∑
I

∂A

∂QI

∂B

∂PI
−
∂B

∂PI

∂A

∂QI

=
∑
I

[∑
i

∂A

∂qi
∂qi

∂QI
+
∑
i

∂A

∂pi

∂pi

∂QI

]
∑

j

∂B

∂qj
∂qj

∂PI
+
∑
j

∂B

∂pj

∂pj

∂PI


− (Aと Bを取り替えたもの)

=
∂A

∂qi
∂B

∂qj

∑
I

[
∂qi

∂QI

∂qj

∂PI
−
∂qj

∂QI

∂qi

∂PI

]

+
∂A

∂qi
∂B

∂pj

∑
I

[
∂qi

∂QI

∂pj

∂PI
−
∂pj

∂QI

∂qi

∂PI

]

+
∂A

∂pi

∂B

∂qj

∑
I

[
∂pi

∂QI

∂qj

∂PI
−
∂qi

∂QI

∂pj

∂PI

]

+
∂A

∂pi

∂B

∂pj

∑
I

[
∂pi

∂QI

∂pj

∂PI
−
∂qi

∂QI

∂pj

∂PI

]
.

ここで、右辺にでてくる因子は以下のように計算される。∑
I

[
∂qi

∂QI

∂qj

∂PI
−
∂qj

∂QI

∂qi

∂PI

]
= 0

∑
I

[
∂qi

∂QI

∂pj

∂PI
−
∂pj

∂QI

∂qi

∂PI

]
= δij

∑
I

[
∂pi

∂QI

∂qj

∂PI
−
∂qi

∂QI

∂pj

∂PI

]
= −δij

∑
I

[
∂pi

∂QI

∂pj

∂PI
−
∂qi

∂QI

∂pj

∂PI

]
= 0.
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証明の仕方はどれも同様なのでひとつだけ示そう。ルジャンドル変換を
行い変数を取り直した正準変換の母関数たちを

dF =
∑
i

pidq
i −

∑
I

PIdQ
I + · · ·

dΦ =
∑
i

pidq
i +

∑
I

dPIQ
I + · · ·

dG = −
∑
i

dpiq
i −

∑
I

PIdQ
I + · · ·

dΨ = −
∑
i

dpiq
i +

∑
I

dPIQ
I + · · ·

と定義して、(q,p) から (Q,P) の変換が正準変換であることに留意す
れば、

∂pj

∂PI
=

∂2Φ

∂qj∂PI
=
∂QI

∂qj

∂qi

∂PI
= −

∂2Ψ

∂pi∂PI
= −

∂QI

∂pi

がわかる。したがって、

∑
I

[
∂qi

∂QI

∂pj

∂PI
−
∂qi

∂PI

∂pj

∂QI

]
=

∑
I

[
∂QI

∂qj
∂qi

∂QI
+
∂QI

∂pj
∂pi

∂QI

]
= δij

(19.39)

はじめに戻ると、

{A,B}QP = −
∑
i

∂A

∂pi

∂B

∂qi
+
∑
i

∂A

∂qi
∂B

∂pi
= {A,B}qp (19.40)

が証明されたことになる。
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例題 19.3.1

∑
I

[
∂qi

∂QI

∂qj

∂PI
−
∂qi

∂QI

∂qj

∂PI

]
= 0

∑
I

[
∂pi

∂QI

∂qj

∂PI
−
∂qi

∂QI

∂pj

∂PI

]
= −δij

を示せ。

［ヒント］
母関数 F,Φ,G,Ψのうち役に立つものを選択せよ。

§ 19.4 時間発展を正準変換の特殊な
場合とみること

正準変数 (q(t),p(t))の微小時間 δt後の時間発展：(q(t+δt),p(t+δt))
を考えよう。ハミルトンの方程式：

q(t+ δt) = q(t) +
∂H

∂p(t)
δt

p(t+ δt) = p(t) −
∂H

∂q(t)
δt

を、Q(t) = q(t+ δt)、P(t) = p(t+ δt)と「新しい正準変数」を定義し、
δtについて２次以上の微小量を無視して書き換えれば、

Q(t) = q(t) +
∂H

∂P(t)
δt

p(t) = P(t) +
∂H

∂q(t)
δt
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となる。これから、直ちに見て取れると思うが、(q(t),p(t)) →
(Q(t),P(t))は

Φ(q,P) = Pq+H(q,P)δt (19.41)

を母関数とする正準変換である。
したがって、時間発展も正準変換の一つと見なせる。
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第 20章

リウヴィユの定理
Liuville’s Theorem

統計力学において、相空間の考え方は頻繁に用いられる。初期値の集
合 Γ0 を相空間の中に書き込んでみよう。そして、時間 t後に Γt がどのよ
うな集合になるか考えてみよう。
それは一般には形を変えていくであろうし、場合によっては複雑にな
るかもしれない。以下で示そうとすることは、その相体積：

V(Γt) =

∫
Γt

dqdp (20.1)

が時間発展に対して変わらないことである。
ここではもっと一般に、正準変換に対して相体積が不変であることを
示そう。これをリウヴィユの定理 (Liuville’s theorem)という。これが
示されれば、前節に述べた時間発展も正準変換と見なすことができると
いう事実を合わせると、相体積は時間に依らないことはリウヴィユの定
理の系として導くことができる。
正準変換 (q,p) → (Q,P)の母関数をΦ(q,P)としよう。それに対応し
て、相空間の領域が γから Γ へ写像されるとしよう。相体積は∫

Γ

dQdP =

∫
γ

dqdp

∣∣∣∣∂(Q,P)
∂(q,p)

∣∣∣∣ (20.2)

と書ける。ここに、
∣∣∣∂(Q,P)
∂(q,p)

∣∣∣は変数変換：(q,p) → (Q,P)のヤコビアン
である。これを計算していくと、∣∣∣∣∂(Q,P)

∂(q,p)

∣∣∣∣ = |{Q,P}qp| = |{Q,P}QP | = 1 (20.3)
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となるので、定理は証明された。変数の数が増えても証明は同様である。
リウヴィユの定理の物理的な意味を考えよう。座標の初期値と運動量

の初期値をあたえればそれ以後の運動が一意的に決まる。これを「初期
条件によって物理的状態が決まる」、と言ってよいだろう。したがって、
初期値の集合が物理的状態の集合そのものである。状態の数が相空間の
体積に比例すると仮定すると、リウヴィユの定理は状態の数が正準変数
の取り方によらないことを言っている。特に、時間発展しても、状態の
数は変わらない。このことは、次のように考えれば理解しやすい。ある
時刻で初期値をあたえ運動方程式を解いて、後の時刻での座標と運動量
を得たとしよう。さらにそれを初期値として運動方程式を解いても、同
じ運動を与えるわけだから状態は変わらない。したがって、状態の数も
変わらない。
量子力学における不確定性原理によれば、座標 qと運動量 pの不確定
さ、∆q,∆pの間には、

∆q∆p ⩾  h/2 (20.4)

の関係がある。ここに  h はプランク定数である。このことから、体積
∆q∆p =  hの位相領域 [q,q + ∆q] × [p,p + ∆p]の中の状態は区別がつ
かないと言える。したがって、相体積をプランク定数で割った量そのも
のを状態の数と考えてよい。まとめると、リウヴィユの定理は状態の数
が正準不変量であることを述べている。

例題 20.0.1

x方向に進む自由粒子の運動を相空間で表現せよ。相空間を可視
化するために、x,px,yの自由度のみを考えて、x方向に進む運動
の初期値の集合の時間変化を図示せよ。

［ヒント］
t = 0における集合を pxt

m
だけ、x方向に平行移動させる。
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図 20.1 x方向に進む自由粒子の運動

例題 20.0.2

調和振動子の系のハミルトニアンは

H(q,p) = p2

2m +
mω2q2

2 (20.5)

であたえられる。初期値の集合を、Γ0 = {(q,p) | 0 ⩽ H ⩽ E, 0 ⩽
tan−1 pω

mq
⩽ α} としたとき（図 20.2 参照）その集合の時刻 t に

おける位置を相空間上に示し、その面積を計算して時間によらな
いことを示せ。

［ヒント］
q =

√
2E

mω2 sin(ωt + δ)、p =
√
2Em cos(ωt + δ) と置くと、

Γ0 = {(H, δ) | 0 ⩽ H ⩽ E, 0 ⩽ δ ⩽ α}。相体積の積分は V(Γ) =∫
Γ
dqdp =

∫
Γ
dEdδ = Eαとなり確かに時間に依らない。

相空間において、初期値の集合の変形はときには奇妙な様相を呈する。
多くの非線形系では、初期値の集合は、パイをこねるように引き延ばさ
れて折り畳まれことが際限なくくり返されることもある。そのために初
期値が接近していても、時間とともに指数関数的に値が離れていくこと
が起こる。このような系をカオスと呼ぶ。このことは、初期値をあたえ
れば以後の時間発展を正確に予言できるという古典力学の考え方に一定
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図 20.2 調和振動子

の留保条件を付ける必要があることを示している。
カオスの考え方を物理系だけではなく、生物、気象、はては経済現象に
まで拡張しようとしている人達もいる。「ローレンツのアトラクター」と
呼ばれる代表的な例を一つだけ、微分方程式の形とその数値計算例とし
て上げよう。

dx

dt
= −10(x− y)

dy

dt
= −xz+ 30x− y

dz

dt
= xy−

8
3z

(x,y, z)は正準変数の４つのうちの３つで、残る一つは 0に固定されてい
ると見てよい。

図 20.3 ローレンツのアトラクター
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§ 20.1 ポアンカレの再帰定理 (Poincare’s Theorem)

運動がある範囲に限定されている場合には 相空間の体積は有限であ
る。このような場合に、十分時間がたてば運動は初期値に限りなく近い
値に回帰する。正確な言い方をしよう。相空間の中のある開集合 U が、
単位時間後に T(U) に移行したとしよう。これをくり返して、集合の無
限列U, T(U), T 2(U), T 3(U), . . .を得る。これらに重なりがないとすると、
リウヴィユの定理から Tn(U) はすべて同じ体積を持つから、各全相空
間の体積が有限であることに反する。したがって、ある n,m に対して
Tn(U) ∩ Tm(U) ̸= ∅。すなわち、Tn−m(U) ∩ U ̸= ∅となり、必ず近傍
Uに回帰する。
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第 21章

ハミルトン・ヤコビの方程式
Hamilton-Jacobi’s Equation

S(q, t)を「実現された作用」とするときに以下の式が成り立っていた
ことを思い出そう。

−
∂S

∂t
= H(q,p)

∂S

∂q
= p.

上の２式をまとめて、S(q, t)に対する 1階の偏微分方程式

−
∂S

∂t
= H

(
q, ∂S
∂q

)
(21.1)

を立てることができる。これをハミルトン・ヤコビの方程式という。座
標が２個以上ある一般の場合は、

−
∂S

∂t
= H

(
q1,q2, . . . ,qs;

∂S

∂q1
, ∂S
∂q2

, . . . , ∂S
∂qs

)
(21.2)

となる。ハミルトニアンが

H(r,p) = p2

2m + V(r) (21.3)

であたえられる場合には

−
∂S

∂t
=

1
2m

(
∂S

∂r

)2
+ V(r) (21.4)

となる。
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§ 21.1 ハミルトン・ヤコビの方程式の完全解か
ら、運動方程式の解を求めるやり方

偏微分方程式の一般解は、座標が s 個あれば、s 個の任意関数を含
む。しかし、以下に示すように、運動方程式の解を求めるためには一般
解 (general solution)を必要としない。十分な数の任意定数、すなわち
(s+ 1)個の任意定数を含む完全解 (complete solution)が得られればよ
い。完全解は

S = Φ(t,q1,q2, . . . ,qs;α1,α2, . . . ,αs) +A (21.5)

の形をしている。ここに、α2, . . . ,αs と Aは時間に依らない定数である。
A が S の表式に付け加わったのは、ハミルトン・ヤコビの方程式には、
必ず Sの微分を通してのみ Sが入っているからである。
qを古い座標、αを新しい運動量とみなして、Φ(t,q,α)を正準変換：

(q,p) → (β,α)の母関数と見なそう。
正準変換の一般論から

p =
∂Φ

∂q

β =
∂Φ

∂α

H ′ = H+
∂Φ

∂t

である。一方、Φはハミルトン・ヤコビの方程式の解であるから３式目の
右辺はゼロである。すなわち、新しいハミルトニアン H ′ はゼロである。
したがって、新しい変数 (β,α)対するハミルトンの方程式を書けば、

dα

dt
= 0

dβ

dt
= 0.
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すなわち、αも βも運動の定数である。このことから、

β =
∂Φ(t,q,α)

∂α
(21.6)

を座標 qについて解けば運動方程式の解が求められる。運動量 pは

p =
∂Φ

∂q
(21.7)

から求められる。
特に、ハミルトニアンが時間をあらわに含まないときには、作用 Sを

S(t,q) = S0 − Et (21.8)

とおいて、簡約化されたハミルトン・ヤコビの方程式：

H

(
q, ∂S0
∂q

)
= E (21.9)

を得る。

例題 21.1.1

調和振動子の系のハミルトニアンは

H(q,p) = p2

2m +
mω2q2

2 (21.10)

であたえられる。ハミルトン・ヤコビの方程式を解け。

［略解］
ハミルトン・ヤコビの方程式は

H

(
q, ∂S0
∂q

)
=

(
∂S0
∂q

)2
2m +

mω2q2

2 = E (21.11)

S0 は qにのみよるので、上の方程式は

dS0

dq
= ±

√
2mE−m2ω2q2. (21.12)
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と書き直すことができる。これを積分して、S0を得る。すなわち、

S0(q) = ±
∫q
dq ′
√
2mE−m2ω2q ′2. (21.13)

右辺の積分は、例えば積分変数 q ′ を

q ′ =

√
2E
mω2 sin θ

′ (21.14)

と置いて、θ ′ に変換すれば実行できる。
すなわち、

S0(q;E) = ±2E
ω

∫θ
dθ ′ cos2 θ ′

=
E

ω

(
θ+

sin 2θ
2

)
+A (21.15)

ここに、θは qの関数：

θ = Sin−1
√
m

2Eωq (21.16)

であり、Aは定数である。したがって、ハミルトン・ヤコビの方
程式の解は

S(t,q;E) = S0(q;E) − Et

= ± E
ω

(
θ+

sin 2θ
2

)
− Et+A, (21.17)

である。いま考えている１自由度系では、積分定数は E と A の
２個である。そのうちのエネルギー Eは、一般論における αの役
割をしていることに注意しよう。
運動方程式の解を、一般論にしたがって求めよう。

Φ(q;E) = S(t,q;E)

= ±
∫q
dq ′
√
2mE−m2ω2q ′2 − Et (21.18)
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だから、t0 を一般論における −βにあたる定数として、β = ∂Φ
∂α

に対応する式を書けば、

−t0 =
∂S(t,q;E)

∂E

= ±
∂
∫q
dq ′
√
2mE−m2ω2q ′2

∂E
− t (21.19)

となる。少し整理すると、

t− t0 = m±
∫q
dq ′ 1√

2mE−m2ω2q ′2

=
θ

ω

=
1
ω
Sin−1

√
m

2Eωq. (21.20)

これを qについて解くと、

q =

√
2E
m

sinω(t− t0)

ω
(21.21)

と期待通り単振動の式を得た。技術的な注意であるが、Eについ
て微分するときには、S(t,q;E)の積分形にもどった方が計算を複
雑にしなくて済む。
とはいえ、ハミルトン・ヤコビの方程式を解くことにより運動方
程式の解を求めるやり方はいかにも迂遠で実際的ではない。ここ
で述べたことは、力学系の数学的な研究に役立つ他には、量子力
学と古典力学の関係のところに登場する。a

a ハミルトン・ヤコビの方程式を立てたのが、ハミルトンで、その完全解か
らニュートン方程式の一般解を求めたのが、ヤコビである。
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§ 21.2 変数分離の方法

ハミルトン・ヤコビの方程式の一般的な解法はないが、系に対称性が
あるときに使える変数分離の方法を述べよう。一般論を展開することは
しないで、簡単な例で示そう。

例題 21.2.1

自由粒子に対するハミルトン・ヤコビの方程式を解け。

［略解］
ハミルトニアンは

H =
px

2 + py
2 + pz

2

2m (21.22)

なので、作用 S(t, x,y, z)を S(t, x,y, z) = S0(x,y, z) − Etと置け
ば、S0(x,y, z) に対する簡約化されたハミルトン・ヤコビの方程
式は

1
2m

[(
∂S0

∂x

)2
+

(
∂S0

∂y

)2
+

(
∂S0

∂z

)2
]
= E (21.23)

と書ける。
３変数関数 S0(x,y, z)を

S0(x,y, z) = X(x) + Y(y) + Z(z) (21.24)

と１変数関数の和であると仮定して簡約化されたハミルトン・ヤ
コビの方程式を解こう。a変数分離形を簡約化されたハミルトン・
ヤコビの方程式に代入すれば

1
2m

[(
dX

dx

)2
+

(
dY

dy

)2
+

(
dZ

dz

)2
]
= E (21.25)
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左辺の各項は、x、y、z の関数である。上の方程式はその和が
x,y, zによらない定数であるということを意味している。このこ
とが成り立つためには、項別に定数である必要がある。それらを、
Ex、Ey、Ez と書けば

1
2m

(
dX

dx

)2
= Ex

1
2m

(
dY

dy

)2
= Ey

1
2m

(
dZ

dz

)2
= Ez.

ただし、Ex+Ey+Ez = E.上の常微分方程式は簡単に積分できて

X =
√
2mEx(x− x0)

Y =
√
2mEy(y− y0)

Z =
√
2mEz(z− z0)

と求められる。（根号の前の ±は省いた。）
まとめると、ハミルトン・ヤコビの方程式の解は

S(t, x,y, z) =
√
2mEx(x− x0) +

√
2mEy(y− y0)

+
√

2mEz(z− z0) − (Ex + Ey + Ez)t+A
(21.26)

となり、これが完全解であることは明らかである。
ハミルトン・ヤコビの方程式の解から運動方程式の解を求めるに
は、一般論に従って

−tx0 =
∂S

∂Ex
=
∂X

∂Ex
− t =

√
m

2Ex
(x− x0) (21.27)
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とすればよい。これを xについて解けば

x =

√
2Ex
m

(t− tx0) + x0. (21.28)

ただし、積分定数 tx0 は、x0 の中に吸収できる。Y と Zについて
も同様である。
結局、

x =

√
2Ex
m
t+ x0

y =

√
2Ey
m
t+ y0

z =

√
2Ez
m
t+ z0

と予測通り等速運動の解が再現された。

a ずいぶん乱暴な仮定をすると思うかもしれない。必要な解が一般解ではな
く完全解であることがポイントである。つまり、解として特殊な形を仮定
しても、十分な数の任意定数を含む解が求まりさえすれば、運動方程式の
解が求められる。

例題 21.2.2

３次元調和振動子に対するハミルトン・ヤコビの方程式を解け。

［ヒント］
ハミルトニアンは

H =
px

2 + py
2 + pz

2

2m +
mω2

2 (x2 + y2 + z2) (21.29)
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だから自由粒子の場合と同じように作用を

S(t, x,y, z) = X(x) + Y(y) + Z(z) − Et (21.30)

とおけばよい。ハミルトン・ヤコビの方程式は

1
2m

(
dX

dx

)2
+
mω2

2 x2

+
1
2m

(
dY

dy

)2
+
mω2

2 y2

+
1
2m

(
dZ

dz

)2
+
mω2

2 z2 = E (21.31)

となり、x、y、zの関数の和の形なので、それぞれ定数であるこ
とが分かる。すなわち、

1
2m

(
dX

dx

)2
+
mω2

2 x2 = Ex

1
2m

(
dY

dy

)2
+
mω2

2 y2 = Ey

1
2m

(
dZ

dz

)2
+
mω2

2 z2 = Ez.

X(x), Y(y),Z(z) の具体的な解き方は一次元調和振動子の場合に
帰着するので省略する。運動方程式の解も省略しよう。
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第 22章

断熱不変量
Adiabatic Invariant

§ 22.1 簡単な系の断熱不変量

単振子の糸の長さをゆっくりと変化させることを考えてみよう。ゆっ
くりとは、振り子の周期に比べて、糸の長さの変化の時間スケールがは
るかに長い場合である。

図 22.1 単振り子の糸の長さをゆっくりと変化させる

式で書けば、振り子の周期を T として糸の長さを l(t)とするときに

T

∣∣∣∣dl(t)dt

∣∣∣∣≪ l(t). (22.1)

糸の長さの変化がゆっくりなので、ある時刻 tにおける角振動数ω(t)を
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定義することができて、

ω(t) =

√
g

l(t)
(22.2)

この系ではエネルギー Eは保存しないが、Eと糸の長さ l(t)の組合せ〈
E

ω(t)

〉
(22.3)

は保存する。ただし、⟨∗⟩は一周期にわたる時間平均

⟨∗⟩ = 1
T

∫T
0
∗ (22.4)

である。
そのことをこれから見ていこう。

〈
E
√
l
〉
が時間に依らないことを示せ

ば十分である。

d

dt

〈
E
√
l
〉
=

〈
dE

dt

〉√
l+

1
2
√
l

dl(t)

dt
⟨E⟩

=

〈
∂H

∂t

〉√
l+

1
2
√
l

dl(t)

dt
⟨E⟩. (22.5)

ハミルトニアン Hは、振子の鉛直線となす小さな角度を θとし、その共
役運動量を pθ とすると、

H =
pθ

2

2ml2 +
mglθ2

2 (22.6)

だから

∂H

∂t
=

[
−
pθ

2

ml3
+
gθ2

2

]
dl(t)

dt

=
dl(t)
dt

l
(−2K+ V) (22.7)

ここで、運動エネルギーを K、ポテンシャルエネルギーを V と書いた。
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ビリアル定理から

⟨K⟩ = ⟨V⟩ (22.8)

なので、

右辺 =

〈
∂H

∂t

〉√
l+

1
2
√
l

dl(t)

dt
⟨E⟩

=
√
l

dl(t)
dt

l

[
⟨(−2K+ V)⟩+ 1

2 ⟨K+ V⟩
]
= 0. (22.9)

（糸の長さの変化が十分ゆっくりとしているとして、計算の途中で、dl(t)
dt

を積分の外に出した。)
結局、

〈
E

ω(t)

〉
が、l(t)がゆっくりと変化する場合には保存することが

示された。これは以下に一般的に示す断熱不変量の典型的な場合である。
これは定性的には次のことを言っている。糸を引き上げて行くことを
考えよう。ポテンシャルエネルギーはもちろん増大する。糸が短くなる
に従い、振り子は速く振れるので運動エネルギーも増大するから、全エ
ネルギーも増大する。一方、角速度も増大するのだが、その比は一定と
主張している。

例題 22.1.1

rnの中心力場中を運動していいる質点がある。ハミルトニアンは

H(r,p) = p2

2m + αrn (22.10)

仮に、結合定数 α が時間に対してゆっくり変わっているとする
と、断熱不変量を ⟨E⟩αs と置くとき sの値は何になるか？

［ヒント］
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d

dt
(⟨E⟩αs) =

dα

dt
sαs−1⟨E⟩+ dα

dt
αs−1⟨V⟩

=
dα

dt
αs−1[s⟨E⟩+ ⟨V⟩]. (22.11)

一方、ビリアル定理により

⟨K⟩ = n

2 ⟨V⟩ (22.12)

だから

s⟨E⟩+ ⟨V⟩ = s⟨K⟩+ s⟨V⟩+ ⟨V⟩

=
(
s
n

2 + s+ 1
)
⟨V⟩ = 0. (22.13)

したがって、

s = −
1

1+ n
2
. (22.14)

特にクーロンポテンシャル（n = −1）の場合には ⟨E⟩α−2 が断熱
不変量である。同様に、質量mがゆっくり変化する場合には、

d

dt

(
⟨E⟩ms′

)
=
dm

dt
sms′−1⟨E⟩+ dm

dt
ms′−1⟨−K⟩

=
dm

dt
s ′ms′−1[s ′⟨K⟩+ s ′⟨V⟩− ⟨K⟩].

したがって、s ′⟨K⟩+ s ′⟨V⟩− ⟨K⟩ = [(s ′ − 1)n2 + s ′]⟨V⟩ = 0から

s ′ =
n
2

n
2 + 1 (22.15)

クーロンポテンシャル（n = −1）の場合には、s ′ = −1. まとめ
ると、mと αの断熱的変化に対する ⟨E⟩の時間依存性は

⟨E⟩ ∝ mα2 (22.16)

となる。
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量子力学においては、調和振動子のエネルギーレベルは ω ∝
√
lに比

例し、水素原子のエネルギーレベルはmα2 に比例する。これは、量子力
学において束縛系のエネルギーレベルは離散的な値を取り連続的に変化
できないことと断熱不変量が関係している。この事は前期量子論で用い
られた。

§ 22.2 断熱不変量の一般な形

λ(t)をゆっくり変化するパラメータとしよう。そのためにエネルギー
Eも時間的にゆっくり変化する。

H(q,p; λ) = E (22.17)

を pについて解いたものを運動量 p = p(q, λ,E)と考えよう。
このとき、１周期にわたる以下の積分を考えよう。

J =

∮
pdq. (22.18)

これを時間微分すれば、

dJ

dt
=

∮ [
∂p

∂E

dE

dt
+
∂p

∂λ

dλ

dt

]
dq

=
dλ

dt

∮ [
∂p

∂E

∂H

∂λ
+
∂p

∂λ

]
dq. (22.19)

となる。（Jが１周積分であるために、積分の上端・下端の寄与が出てい
ない。）さてここで、H(q,p; λ) = Eの両辺を λと Eで偏微分しよう。

∂p

∂λ

∂H

∂p
+
∂H

∂λ
=
∂p

∂λ

dq

dt
+
∂H

∂λ
= 0

∂p

∂E

∂H

∂p
=
∂p

∂E

dq

dt
= 1.
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これを、dJ
dt
の式に代入すれば、

dJ

dt
=
dλ

dt

∫T
0

[
∂H

∂λ
+
∂p

∂λ

dq

dt

]
dt = 0. (22.20)

したがって、J =
∮
pdqは断熱不変量である。前には簡単な例において、

断熱不変量をビリアル定理を用いて導いたが、Jと一致することを確かめ
ることができる。*1

例題 22.2.1

長さ L の箱のなかの粒子の往復運動の場合に、断熱不変量 J =∮
pdqを計算せよ。

［ヒント］

J =

∮
pdq = mv2T = mv2

L

v
= mvL (22.22)

箱の長さがゆっくり変化するときには、速度と長さの積が一定に
なる。

図 22.2 長さ Lの箱の中の粒子の往復運動

*1 ビリアル定理の証明に Jを使ったことは興味深い。V(q)が qn の形をしていると
きは、

J = 2⟨K⟩ =
∫T
0
p
dq

dt
dt = −

∫T
0

dp

dt
qdt =

∫T
0

dV(q)

dq
qdt = n⟨V⟩ (22.21)
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例題 22.2.2

１次元調和振動子の場合に、断熱不変量 J =
∮
pdqを計算せよ。

［ヒント］
H(q,p) = p2

2m + mω2q2

2 = Eを pについて解けば、

p = ±

√
2m

(
E−

mω2q2

2

)
(22.23)

だから

J =

∮
pdq

= 2
∫qmax

qmin

√
2m

(
E−

mω2q2

2

)
dq

= 2π E
ω
. (22.24)

例題 22.2.3

T を周期として

T =
dJ

dE
(22.25)

を示せ。

［ヒント］

dJ

dE
=

∮
∂p

∂E

dq

dt
dt =

∫T
0
dt = T (22.26)

ここで、H(q,p) = Eの両辺を Eで微分して得られる式：∂p
∂E

dq
dt

=

1を用いた。
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§ 22.3 ゆっくりと変化する磁場中の荷電粒子の
運動における断熱不変量

ここで断熱不変量が有用な例として、磁場中の荷電粒子の運動を再び
取り上げよう。
８章を思いだすと、運動量は

p =
∂L

∂ṙ
= mṙ− eA (22.27)

であり、ハミルトニアンは

H(r,p) = (p+ eA)2

2m + eϕ (22.28)

とあたえられる。磁場は B = rotAである。磁場の時間空間的変化が小
さければ、荷電粒子の速度は４章により

vx = v⊥ cosωt

vy = −v⊥ sinωt

vz = v∥.

とあたえられる。ただし、ω = eB
m
はラーマー角振動数である。したがっ

て運動量は

px = mv⊥ cosωt− eAx

py = −mv⊥ sinωt− eAy

pz = mv∥.

明らかに x− y面内では周期的な運動をしているので

I =
1
2π

∮
[pxdx+ pydy] (22.29)
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は断熱不変量になっている。具体的に計算すれば、

I =
1
2π

∫T
0
[mv2⊥]dt− e

1
2π

∮
[Axdx+Aydy]

=
mv2⊥
ω

− e
1
2πBπa

2. (22.30)

最後の式変形でストークスの定理：∮
[Axdx+Aydy] =

∫∫
軌道を周囲ととする円盤領域

dxdyB (22.31)

を用いた。ここに、aはラーマー半径で

a =
v⊥

ω
(22.32)

とあたえられる。したがって、

I =
mv2⊥
2ω =

K⊥

ω
(22.33)

ただし、K⊥ =
mv2

⊥
2 は x-y面内の運動エネルギーである。言い換えると、

x-y面内の運動エネルギーと磁場の比：

K⊥

B
(22.34)

は磁場 Bがゆっくり変化するときに一定に保たれる。別の言い方をする
と、Ba2 = Bv2

⊥
ω2 ∝ v2

⊥
B
だから、旋回運動の軌道が囲む領域の磁束が一定

になる。
一方、４章で指摘したように磁場中の荷電粒子の全運動エネルギー：

K = K⊥ + K∥

K∥ =
mv2∥

2
は保存するので次のような面白い現象が起こる。
磁場が図 22.4のように絞り込まれていると、磁場はその方向に強くな
る。そこを荷電粒子が旋回運動しながら進むと、 K⊥

B
が断熱不変量であ
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るために、K⊥ は増大する。エネルギー保存則から、これは、K∥ の減少
を意味し、磁場方向の運動はいつか止まり反転する。この荷電粒子の反
射は、地球磁場の極の近くで起きている。電子は約 200秒の周期で北極
と南極の間を往復している。このように荷電粒子を反射させるような磁
場の配位をミラー磁場と呼び、プラズマの閉じこめに重要である。

図 22.3 旋回運動の軌道が囲む領
域の磁束は一定になる

図 22.4 ミラー磁場

§ 22.4 断熱不変量と前期量子論

前期量子論において、周期的な運動をする系では断熱不変量 J が量子
化されて、プランク定数 hの整数倍になるという作業仮説がおかれた。

J =

∮
pdq = nh (n = 0, 1, . . .). (22.35)

調和振動子の場合、 h = h
2π を用いると、

E = n hω (n = 0, 1, . . .) (22.36)

とエネルギーがとびとびの値を取ることになる。その係数は ω ∝ 1/
√
l

であり、E
√
l が連続的に変化できないという断熱定理と整合している。

同様のことは、水素原子のエネルギースペクトラムについても言える。
エネルギーを Eとして、E/mα2 が連続的に変化できないことと量子化が
整合している。
現代の量子力学ではこの結果 (22.36)は完全に正しいわけではないこと

がわかっているが、量子力学の発展の道しるべになった。
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断熱不変量 J は、相空間内の閉曲線のまわりの１周積分の形をしてい
るのでストークスの定理により、閉曲線を境界とする領域 Sにわたる面
積分に書き換えることができる。

J =

∮
pdq =

∫
S

dpdq (22.37)

１自由度系の場合、これは相体積を意味する。量子化条件：J =
∮
pdq =

nhを

1
2π h

∫
dpdq = n (n = 0, 1, . . .) (22.38)

となり、相空間の最小単位がプランク定数であることを示唆している。
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第 23章

断熱不変量と角変数
Angle Variable

λ を固定して、断熱不変量 J をエネルギー E の関数と見なそう。同じ
ことだが、Eを Jの関数と見なそう。簡約化された作用：

S0(E(J),q) =
∫q
p(E,q)dq (23.1)

を、J と q の関数と考えて、正準変換：(q,p) → (Q, J) の母関数としよ
う。Jを新しい運動量とするのである。正準変換は

p =
∂S0(E(J),q)

∂q

Q =
∂S0(E(J),q)

∂J
=
dE

dJ

∂S0(E(J),q)
∂E

= ωt

ただし、ここで T = dJ
dE

, ∂S0(E(J),q)
∂E

= tを用いて、ω = T−1 と書いた。*1
S0(E,q) は時間をあらわに含まないので、ハミルトニアンは変数の書
き換えになるだけで、今の場合は単に

H = E(J) (23.3)

である。

*1

∂S0(E(J),q)
∂E

=

∫t ∂p(E,q)
∂E

dq

dt
dt = t (23.2)
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ハミルトンの方程式は

dQ

dt
=
∂H

∂J
=
dE

dJ
= ω

dJ

dt
= −

∂H

∂Q
= −

∂E(J)

∂Q
= 0

となり、Q = ωtと J = const.を再現する。
Jは作用変数 (action variable)、ωは角変数 (angle variable)と呼ば

れることがある。新しい変数で書き表したときに、ハミルトニアンが作
用変数だけになるときには、ハミルトンの方程式は解けたと言ってよい。
以上を１次元の力学系：

H(p,q) = p2

2m + V(q) (23.4)

で具体的に考えてみよう。ただし、運動は周期的なものに限ることにし
よう。簡約化された作用：

Sred =

∫q
pdq =

∫q√
2m(E− V(q))dq = Φ(q,E := P) (23.5)

を母関数とする正準変換：(p,q) → (P = E,Q) を考えよう。新しい座
標 Qは

Q =
∂Φ(q,E := P)

∂P
=

∫q
mdq

/√
2m(E− V(q)) (23.6)

とあたえられる。明らかにQは時間 tの意味を持つ。運動が一周すると、

Sred → Sred + J

Q→ Q+ T(周期 )

ただし、作用変数 Jと周期 T は

J =

∮
pdq =

∮√
2m(E− V(q))dq

T =

∮
mdq

/√
2m(E− V(q)) =

∂J

∂E
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ここで、作用変数 Jがエネルギー Eのみの関数であることに注意しよう。
逆に解けば、

E = E(J) (23.7)

ここであらためて、Jに共役な座標 wを定義しよう。時間によらない正
準変換なので、ハミルトニアンは変化しない。（H ′ = H）ハミルトンの
方程式は

dw

dt
=
∂H

∂J
=
∂E(J)

∂J
=

1
T

dJ

dt
= −

∂H

∂w
= 0

となるので、簡単に積分できて、

w =
t

T
+ const.

J = const.

となる。
特に調和振動子の場合には、積分を実行することができて、

J =

∮
pdq =

∮√
2m

(
E−

mω2q2

2

)
dq

=
2πE
ω

Q =
∂Φ

∂J
=
∂E

∂J

∫q ∂p
∂E
dq

=
T

2πSin
−1
√
πωm

J
q
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→

q =

√
J

2πωm sin 2πQ

p =
∂Φ

∂q
=

√
2m

(
E−

mω2q2

2

)

=

√
2mω
2π2 cos 2πQ

したがって、新しい座標変数は

Q =
1
2π tan−1 mωq

p
(23.8)

となり、以前に述べた正準変換 (p,q) → (P,Q) を再現したことになる。
エネルギーすなわちハミルトニアンを作用変数で書けば

E = H =
ω

2πJ (23.9)

後述する量子力学の準古典近似によれば、hをプランク定数として、作
用変数は

J = nh (n = 0, 1, . . .) (23.10)

となる。したがって、調和振動子のエネルギーレベルは、 h = h
2π として、

E = ω hn (n = 0, 1, . . .) (23.11)

§ 23.1 縮退 (Degeneracy)

前節の簡単な拡張として、異方性のある３次元調和振動子の系を考え
よう。ハミルトニアンは

H =
px

2 + py
2 + pz

2

2m +
m

2 (ωx
2x2 +ωy

2y2 +ωz
2z2) (23.12)
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とあたえられる。簡約化された作用 Sred を変数分離形を仮定して

Sred(x,y, z) = X(x) + Y(y) + Z(z) (23.13)

と置こう。ハミルトン・ヤコビの方程式を変数分離の方法で解いたとき
と同じやり方で、成分毎に問題を処理することができる。たとえば、

X =

∫
pxdx =

∫√
2m

(
Ex −

mωx
2x2

2

)
dx (23.14)

Jx =

∮
pxdx =

∮√
2m

(
E−

mωx
2x2

2

)
dx =

2πEx
ωx

(23.15)

正準変換：(px, x), (py,y), (pz, z) → (Jx,wx), (Jy,wy), (Jz,wz)によっ
て、ハミルトニアンは

H = E = Ex + Ey + Ez

=
1
2π (ωxJx +ωyJy +ωzJz) (23.16)

となる。
ここで、特にωx = ωy の時には、x-y面内の回転に対して対称性を持
ち、ハミルトニアンは

H =
1
2π [ωx(Jx + Jy) +ωzJz)] (23.17)

となり、同じエネルギーをあたえる作用変数の組 (Jx, Jy)がある。
このような場合に、エネルギーは縮退しているという。球対称の場合、

ωx = ωy = ωz の場合にはさらに縮退している。
量子化すると、作用変数はプランク定数 h を単位として、整数値を
取る、

Jx = nxh

Jy = nyh

Jz = nzh

nx,ny,nz = 0, 1, . . .
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特にωx = ωy の時には、エネルギーレベルは

E = ωxh(nx + ny) +ωzhnz (nx,ny,nz = 0, 1, . . .) (23.18)

となり、同じエネルギーをあたえる整数の組 (nx,ny)があるのは明らか
であろう。
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第 24章

解析力学と量子力学
Analytical Dynamics and QuantumMechanics

§ 24.1 正準量子化 (Canonical Quantization)

ある物理系の正準形式が与えられた時に、それに対応する量子力学は
どうなるであろうか？ 以下に述べる、ディラックによる正準量子化とは
それを見つける標準的な手続きの一つである。もちろん、古典力学から
量子力学が導かれるわけではなく、推定するのであり、それが正しいか
どうかは実験が決着をつけることである。
正準形式をおさらいしよう。正準変数 (q,p) が与えられ、その間にポ

アッソン括弧式：

{q,p}PB = 1 (24.1)

が成り立っている。さらに、系の時間発展を決めるハミルトニアン：
H(q,p)が与えられている。ハミルトンの方程式は、ポアッソン括弧式を
用いると、

dq

dt
= {q,H}PB

dp

dt
= {p,H}PB

と書ける。
さて、ポアッソン括弧式：{A,B}PB の持つ一般的な性質を思い出そう。

(1) 反対称性

{A,B}PB = −{B,A}PB (24.2)



230 第 24章 解析力学と量子力学 Analytical Dynamics and Quantum Mechanics

(2) 双一次性

{aA+ bB,C}PB = a{A,C}PB + b{B,C}PB (24.3)

{A,bB+ cC}PB = b{A,B}PB + c{A,C}PB (24.4)

(3) ヤコビの恒等式

{{A,B}PB,C}PB + {{B,C}PB,A}PB + {{C,A}PB,A}PB = 0 (24.5)

ディラック (P.A.M. Dirac)は、交換子積 (commutator)

[A,B] = AB− BA (24.6)

が形式的に上のポアッソン括弧式の性質を持つことに着目した。*1
正準量子化の手続きとは、

{ , }PB → 1
i h

[ , ] (24.7)

のことである。ただし、 hはプランク定数 (Planck’s constant)で

 h = 1.054× 10−34 J · s. (24.8)

特に、正準変数の間の交換関係は

[q,p] = i h. (24.9)

この置き換えをすると、量子力学では、古典力学におけるハミルトンの
方程式は、

i h
dq

dt
= [q,H]

i h
dp

dt
= [p,H]

*1 反対称性と双一次性は明らかであるが、ヤコビの恒等式を充たすことは、
[[A,B],C] + [[B,C],A] + [[C,A],B] を交換子積の定義に従って書き下せば、
右辺がゼロであることを確かめることができる。
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に移行し、ハイゼンベルグ (W. Heisenberg)の方程式と呼ばれる。
交換子積を、形式的に [A,B] = AB−BAと定義した。量子力学におい
ては物理量 Aと Bは単なる関数ではなくて、演算子であり一般には掛け
る順番を変えたときに等しくない。線形空間で表現したときには行列に
なる。その線形空間のベクトルを波動関数と呼ぶ。
演算子の中でもっとも重要なものがハミルトニアンである。ハミルト
ニアン演算子の固有値は物理的に測定されるエネルギーを意味するから
重要である。
ハミルトニアンに対する固有方程式すなわちシュレーディンガー方
程式：

H(q,p)ψ = Eψ (24.10)

を考えよう。運動量演算子 pを交換関係を充たすように

p =
 h

i

∂

∂q
(24.11)

と微分演算子で表現しよう。このときシュレーディンガー方程式は

H

(
q,

 h

i

∂

∂q

)
ψ(q) = Eψ(q) (24.12)

と微分方程式になる。
調和振動子の場合には、ハミルトニアンが

H(q,p) = p2

2m +
mω2q2

2 (24.13)

だからシュレーディンガー方程式を具体的に書くと、(
−

 h2

2m
∂2

∂q2
+
mω2q2

2

)
ψ(q) = Eψ(q) (24.14)

となる。振動子の運動が有界であることに対応して、ψ(q) → 0, |q| → ∞
という境界条件をおけば、エネルギー固有値として

En =

(
n+

1
2

)
 hω (n = 0, 1, 2, . . .) (24.15)
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という離散的な値を得る。この答えは、前節に述べた前期量子論の答え
と 1

2 の部分だけ違う。波動関数の具体的な形については、量子力学の教
科書を見られたい。ここでは基底状態（n = 0）の波動関数：

ψ(q) = Ae−
mωq2

2 h (24.16)

だけを示す。（Aは定数）無限遠方（|q| → ∞）でゼロという境界条件が
充たされていることがわかる。これは、波動関数の確率解釈に従うと、粒
子が無限遠方に行く確率がゼロであることを意味している。

図 24.1 基底状態の波動関数

§ 24.2 最小作用の原理はどこから来るのか？

§ 24.2.1 作用の意味と準古典近似

最小作用の原理についての素朴な質問として、「粒子は運動を始める
前にどの経路が最小の作用をあたえるのか、あらかじめ知っていたので
しょうか？」というのがある。同じ事は、光学におけるフェルマーの原
理に対して言える。
解析力学は最小作用の原理から出発する。原理という以上その根拠は

問わなかった。しかし、量子力学というより本質的な自然法則が見つか
り、古典力学がその近似にすぎないということが判明した以上、古典力
学における最小作用の原理の根拠を問うべきだろう。
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図 24.2 最小作用の原理はどこから来るのか？

解答を言ってしまえば、量子力学における波動性が根拠である。光学
における反射の法則を例に取ってその本質を図 24.2 を用いて説明しよ
う。フェルマーの原理によれば、光は A 点から出発して P 点で反射し
て B点に到達するために最短の距離を通る。光が波動ならば最短の経路
そのものだけではなくその近傍も考えなければならない。言い換えると、
反射点Ｐをすこし左右に動かして、波動の山と谷の部分を書き込んで見
よう。最短の経路の近傍では、Ｐを少し変えても経路の距離は変わらな
いので終点Ｂでの位相はそろっている。比較のために、反射点を Pから
大きく離れた P’点とする別の経路を考えてみよう。P’点を微小に左右に
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動かすと、経路の距離はそれに比例して変化する。そのために B点での
位相がそろわなくなり、例えば図 24.2の下の図に示したように波動の山
と谷が出会い、互いに打ち消し合うことが起こる。つまり、光はありと
あらゆる経路を通るのであるが、最短時間の経路以外の経路を通ったも
のは打ち消し合うのである。この傾向は、波長が短い波動ほど顕著にな
ることは容易に納得できるだろう。
まとめると、以下のようになる。光は波動であり、あらゆる経路を通

るのであるが、波動関数の位相が定常的になる経路だけが生き残り、他
は異なる経路からの寄与が位相のばらつきのために相殺し合う傾向にあ
る。波長が十分短いという極限では、幾何光学的な最小時間の経路だけ
が有効になる。
同様のことを非相対論的な粒子について考察しよう。

例題 24.2.1

非相対論的な粒子の運動がハミルトン・ヤコビの方程式によって
与えられることを量子力学から導け。

［ヒント］
そもそも作用 S の物理的な意味は何だろうか？ ここでは一般的
な作用ではなくハミルトン・ヤコビの方程式の解である作用を考
える。計算を見やすくするためにハミルトニアンも

H(r,p) = p2

2m + V(r) (24.17)

の形のものに限定する。
さて、波動関数 ψに対して、“シュレーディンガー表示での波動
関数” ψs

ψs(t, r) = e−iHt
 h ψ(r) (24.18)
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を定義すれば、ψs は “時間によるシュレーディンガー方程式”：

i h
∂ψ(t, r)
∂t

= H(r,p)ψ(t, r)

=

[
−

 h2

2m
∂2

∂r2
+ V(r)

]
ψ(t, r)

を充たす。
波動関数 ψs(r)を

ψs(r) = A(r)e
i
S(r)

 h (24.19)

と置いて上のシュレーディンガー方程式に代入して  hのべきで整
理すると、

−
∂S

∂t
=

1
2m

(
∂S

∂r

)2
−
i h

2m
∂2S

∂r2

−
i h

2m
∂A

∂r
· ∂A
∂r

−
 h2

2m
∂2A

∂r2
+ V(r) (24.20)

となるので、 hのゼロ次の項を比較して

−
∂S

∂t
=

1
2m

(
∂S

∂r

)2
+ V(r) (24.21)

を得る。
これはハミルトン・ヤコビ方程式に他ならない。
このことから、 h→ 0の極限で、作用 Sは波動関数の位相を意味
することがわかった。

波動関数を

ψs(r) = A(r)e
i
S(r)

 h (24.22)

と書き、S(r)をハミルトン・ヤコビの方程式の解とする近似を、準古典
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近似あるいはWKB近似と呼ぶ。

例題 24.2.2

一次元自由粒子の系のハミルトニアンは

H(x,p) = p2

2m (24.23)

であたえられる。

(1) ハミルトニアン・ヤコビの方程式を立てて作用 Sを解け。
(2) 波動関数を ψ(x, t) = exp

[
i S h

]
としたときに、波動関数が

平面波になっていることを示せ

［ヒント］
エネルギーを Eとして、

S =
√
2mEx− Et (24.24)

だから、

ψ(x, t) = exp
[
i
S

 h

]
= exp

[
i

 h

(√
2mEx− Et

)]
(24.25)

となる。この平面波を重ね合わせたものもシュレーディンガー方
程式の解である。∫

dEA(E) exp
[
i
S

 h

]
=

∫
dEA(E) exp

[
i

 h

(√
2mEx− Et

)]
(24.26)

重み A(E)が変数 Eについておとなしい関数であるとし、 h → 0
とすると、上の積分において位相の停留値を与えるところだけが
効いてくる。
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すなわち、

∂S

∂E
=
∂
(√

2mEx− Et
)

∂E
= 0 (24.27)

これは、ハミルトンヤコビの方程式の解から、運動方程式の解を
求めるやりかたに他ならない。今の場合は、x =

√
2E
m
t となり、

等速運動になる。

§ 24.2.2 経路積分と最小作用の原理

実は、近似なしの厳密な式として波動関数 ψs(t, r)を、t = 0に指定し
た始点から時間 t後に rに到達するあらゆる経路 pについての和：

ψs(t, r) =
∑
経路 p

ei
Sp(t,r)

 h

=
∑
経路 p

exp
[
i

 h

∫t
[pṙ−H]dt

∣∣∣∣
r=r(t)

]
(24.28)

と書ける。（正準量子化に基づく証明は量子力学の教科書を見て欲しい。）
ここで Sp(t, r)は経路 pに対応する作用積分である。
プランク定数が小さいと考えられる古典の極限では、近接する２つの
経路 pと p ′ に対応する作用積分が少しでも値が違うと、位相が大きく異
なるので、上の経路についての和は相殺する。近接する経路 pと p ′ に対
する作用積分が同じ値ならばその寄与は足し合わされて、増大する。
すなわち、ϵを経路 pと p ′ の差の大きさの程度として、

δS = Sp+δp − Sp = O((ϵ)2) (24.29)

のような経路 p が古典極限では実現する経路である。このとき、Sはハ
ミルトン・ヤコビの方程式を充たすので、そのような停留値をあたえる経
路１つの寄与だけを考慮したものが、前小節における準古典近似である。
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これが、最小作用の原理（正しくは作用が経路の微小変分にたいして
極値をとるという原理）の量子力学からの起源である。

図 24.3 経路積分
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point transformation 111
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special relativity 30
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角変数 224
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基準モード 86
共鳴 72
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交換子積 230
拘束条件 43, 160
ホロノームな— 43

拘束力 46
固有振動数 89
固有値 89
固有ベクトル 89
固有方程式 89

さ
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転回点 131
点変換 111
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特殊相対性理論 30

な
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ラグランジャン 16
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力学的自由度 15
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